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PRÉFACE. 


Le  plus  ancien  auteur  connu  d'élémens  de 
géométrie  et  même  d'arithmétique  vivait  à 
Alexandrie ,  sous  le  premier  des  Ptolémée , 
dans  le  troisième  siècle  avant  l'ère  vulgaire. 
A  l'époque  d'Euclide ,  les  chiffres  n'existaient 
pas  encore  chez  les  peuples  occidentaux ,  l'im- 
primerie n'était  pas  inventée;  il  n'y  avait 
point  de  livres  divisés  en  feuilles,  subdivisés  en 
pages  numérotées ,  reliés  sous  forme  de  parai* 
lélipipèdes  compactes.  On  ne  connaissait 
que  des  manuscrits  tout  d'une  pièce ,  rou- 
lés en  cylindres  ,  sans  numérotage ,  sans 
réclame  et  souvent  même  sans  intervalle 
entre  les  mots;  car,  Ja  matijoe  était 
chère  et  il  fallait  ménager  la  place.  jw)ans  cet 
état  de  choses ,  il  devenait  extrêmement  dif- 
ficile de  faire  des  citations  et  d'indiquer  les 
endroits  cités.  Dans  un  ouvrage  de  quelque 
étendue  ,  l'auteur  devait  se  fier  à  sa  mémoire 
pour  ne  pas  s'exposer ,  soit  à  se  répéter ,  soit  à 
se  contredire.  Toutefois ,  la  géométrie  repose 
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entièrement  sur  des  citations.  Le  dernièr  théo- 
rème s'appuie  sur  tous  ceux  qui  le  précèdent, 
et  qu'il  faut  sans  cesie  avoir  présens  à  l'esprit. 
Que  fait  Euclide  ?  dès  qu'il  a  besoin  d'une  pro- 
position démontrée  auparavant ,  il  la  copie  en 
entier  ;  il  aura  fait  cent  fois  un  certain  genre 
de  raisonnement ,  qu'il  le  répétera  la  cent  et 
unième  fois  et  dans  les  même*  terme*.  Ces  répé- 
titions avaient  l'avantage  d'imprimer  la  science 
dans  la  mémoire  du  disciple;  elle*  étaient  même 
obligées,  comme  celles  qu'on  rencontre  dans  Ho- 
mère 9  et  par  le  même  motif,  dé  rappeler  au 
lecteur  ce  qu?il  avait  déjà  lu  et  qu'il  ne  pou^ 
vait  plus  aisément  retrouver.  D'ailleurs ,  la 
méthode  d'Euciide  était  excellente  pour  faire 
ressortir  l'immense  supériorité  de  la  dialecti  - 
que  des  géomètres;  Us  posent  toujours  les 
mêmesjiéfinitums ,  laissant  toujours  aux  mots 
les  môc^es  acceptions ,  aux  choses  les  mémee 
propret*  ne  s'avançant  jamais  au  hasard  et 
pour  aî*si  dire  ne  plaçant  une  assise  que  lors- 
que celles  de  dessous  sont  entièrement  con- 
solidées. Aussi  l'ouvrage  d'Euciide  fut  dès 
son   apparition,   et  mérita  d'être  l'objet 
d'un  culte  qui  s'est  perpétué  che*  les  moder- 
nes; j  u  sq^a  u  j  7 c .  siècle,  les  quinze  livres  étaient 
à  peu  près  le  seul  ouvrage  Massique,  Cepen- 
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dant  une  grande  révolution  doperait»  Les  an- 
ciens avaient  une  tendance  à  ramener  l'arith- 
métique à  la  géométrie  j  oû  commença  à  suivre 
une  direction  opposée.  D'abord,  les  longueurs 
des  lignes ,  leurs  rapports ,  furent  évalués  en 
nombres  ;  au  lieu  de  construire  des  triangles, 
on  fut  à  même  de  les  calculer  ;  ensuite  Gava- 
leri  et  surtout  Wallis  réduisirent  l'évaluation 
des  Burfaces  et  des  volumes  à  des  sommations 
de  séries  ;  dès-lors  pour  faire  entrer  dans  l'a- 
rithmétique toute  la  science  de  l'espace  ,  il  ne 
restait  qu'à  exprimer  numériquement  des  po- 
sitions et  des  formes.  Or  la  forme  d'une  ligne, 
d'une  surface»  ne  consiste  que  dans  la  loi 
de  succession ,  dans  la  position  des  points,  et 
cette  position  peut  être  assignée  au  moyen 
de  distances  évaluables  en  nombres.  Descartes 
fit  cet  immense  pas  et  ouvrit  au*  sciences  exac- 
tes une  source  d  où  découlent  tous  les  pro- 
grès qu'elles  ont  faits  jusqu'à  nos  jours.  New- 
ton devina  toute  l'étendue  de  la  nouvelle 
méthode  et  proclama  l'arithmétique  univer- 
f e/&?  •  qui  s'applique  aux  temps,  aux  espaces, 
aux  forces*  à  tout  ce  qui  dans  l'univers  est  me- 
surable. L'instrument  de  cette  arithmétique 
n'est  pas  un  système  restreint  de  numération, 
mais  un  ensemble  général  de  signes  d'opéra- 
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tions  qui  porte  un  nom  d'origine  douteuse* 
C'est  l'algèbre.  La  révolution  cartésienne  dut 
exercer  une  grande  influence  sur  renseigne- 
ment mathématique;  les  Bernoulli,  l'Hôpital , 
et  divers  géomètres  du  continent  cultivèrent 
la  méthode  algébrique,  et  la  perfectionnèrent 
sans  cesse.  C'est  surtout  Euler  qui  en  comprit 
tous  les  avantages  et  s'en  servit  le  premier 
pour  démontrer  la  mécanique.  «  Usussum  me- 
thodo  analytica ,  quœ  synthesi  in  instruendo 
merito  longe  prœferri  solet.  »  (Mech.  ,  t.  i, 

■r 

dédicace.  ) 

On  sait  que  Newton ,  forcé  de  céder  aux 
préjugés  mathématiques  de  son  siècle,  a  été 
contraint  d'écrire  ses  principes  dans  le  style 
synthétique.  Voici  ce  qu'en  dit  Euler  dans  la 
préface  de  l'ouvrage  cité  : 

«Sedquod  omnibus  scriptis,  quœ  sine  ana- 
lysi  sunt  composita ,  id  potissimum  mecha- 
nicis  obtingit ,  ut  lector ,  etiamsi  de  veritate 
eorumquœ  proferantur  conuincatur ,  tamen, 
non  satis  claramet  distinctam  eorum  cogni- 
lionem  assequatur,  ita  ut  easdem  quœstiones, 
si  tantillum  immutentur ,  proprio  marte  vioc 

m 

resolvere  valeat,  nisi  ipse  in  analysin  in- 
quirat,  easdemque  propositiones  analytica 

methodo  evolvat. 
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Idem  omnino  mihi  cum  Newténiprincipia  et 
Hermani  Phoronomia  perlristrare  cœpisscm 
usu  venit ,  ut  quarrwis  plurium  problematum 
solutiones satis percepisse  mihi  viderer,  tamen 
parum  tantum  discrepantia  problemata  re- 
solvere  non  potuerim.  Illo  igitur  tempore , 
quantum  potui  )  conatus  sum  analysin  ex 
synthetica  Ma  methodo  elicere ,  easdemque 
propositiones  ad  meam  utilitatem  analytice 
pertractare  ,  quo  negotio  insigne  cognitionis 
meœ  augmentiimpercepi.  Simili  deinde  modo 
alia  quoque  passim  dispersa  ad  hanc  scien- 
tiam  spectantia  scripta  sum  persécutas  ;  quœ 
ornnia  ad  meum  usum  methodo  plana  et 
œquabili  exposui,  atque  in  ordinem  idoneum 
digessi.  » 

Ces  aveux  échappés  à  un  savant  sincère, 
honnête ,  modeste  et  qui  possédait  aussi  le 
plus  grand  génie  mathématique  qui  ait  peut* 
être  jamais  existé ,  ces  aveux  précieux  nous 
montrent  mieux  que  tous  les  raison nemens  les 
avantages  de  la  méthode  cartésienne.  Toute- 
fois l'Angle  terre  eut  toujours  de  Féloignement 
pour  cette  méthode,  et  certes  parce  mêmeesprit 
de  nationalité  qui  repoussa  l'algorithme  Leib- 
iriuien ,  si  évidemment  préférable  à  la  nota- 
tion fluxionnelle  j  dans  le  dernier  siècle ,  le  cé- 
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lèbre  Ecossais  Robert  Siftnp&on  donna  une 
nouvelle  impulsion  à  l'étude  dés  anciennes 
méthodes  géométriques  en  restaurant  les  po- 
rismes  d'Apôlloûius  et  devinant  ceux  d'Euolide; 
Thomas  Simpson  publia  même  des  élémens 
ealqués  sur  ceux  du  géomètre  d'Alexandrie. 
Ces  élémens  ont  obtenu  un  illustre  suffrage  , 
Legeiidre  les  a  adoptés  )  il  est  à  regretter  que 
ce  grand  géomètre  qui,  à  l'instar  d'Euler  i  a 
consacré  une  longue  carrière  à  perfectionner 
toutes  les  branches  des  mathématiques  et  à  en 
créer  une  nouvelle  *  celle  des  fonctions  ellip- 
tiques* et  qui  réunissait  dans  un  degré  6i  émi- 
nent  la  logique  sévère  des  géomètres  anciens 
au  talent  calculateur  des  analystes  modernes, 
ait  consenti  à  être  imitateur  et  n'ait  pas  voulu 
nous  donner  une  science  de  l'espace  qu'il  au- 
rait porté  de  prime  abôrd  à  la  perfection. 

La  géométrie  proprement  dite  ne  contient 
réellement  que  trois  propositions  fondamenta- 
les :  la  somme  des  ângles  du  triangle  ,  l'aire  du 
rectangle  et  le  volume  du  parallélépipède  rec- 
tangle; tout  le  reste,  secondaire,  subordonné, 
est  le  plus  souvent  le  résultat  d'un  calcul  de 
rapports  ,  d'un  calcul  trigonomêtrique  qui  a 
l'avantage  d'indiquer  les  changemens  qu'il 
faut  faire  à  l'énoncé  du  théorème»  lorsque 
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Jes  données  de  la  question  changent  leurs  po- 
lsitions  relatives,  deviennent  nulles  ou  infi- 
nies. Le  passage  du  commensurable  à  l'in- 
commensurable ,  de  la  droite  à  la  ligne 
bourbe,  s'opère  toujours  facilement  et  de  la 
î  même  manière,  à  l'aide  de  ce  principe  d'Àr- 
bogast  :  «  Si  deux  quantités  constantes  sont 
,  renfermées  entre  deux  limites  variables  dont 
la  différence  peut  descendre  au-dessous  de 
toute  quantité  assignable,  les  quantités  con- 
stantes sgnt  égales.  »  Principe  d'une  évidence > 
intuitive  et  qui  dispense  de  recourir  aûx  ex- 
péd|ens  hasardeux  des  infinimeftt  petits  et  aux 
longueurs  rebutantes  des  réductions  d  l'absur- 
de; quant  aux  propriétés  des  lignes  et  des 
surfaces,  elles pefïvent  se  déduire  de  la  théo- 
rie des  équations  qui,  dans  cette  partie  de  la 
science,  joue  le  même  rôle  que  le  principe 
des  vitesses  virtuelles  en  mécanique.  L'ou- 
vrage de  Bézout,  trop  peu  étudié,  sur  l'éli- 
mination, renferme  pli*  de  propriétés,  de 
lignes  et  de  surfaces  algébriques ,  que  beau- 
coup de  volumineux  traités  ayant  ces  prôprié- 
tés  pour  but  spécial  de  recherches.  Les  anna- 
les mathématiques  de  M.  Gergonne  contien- 
nent aussi  beaucoup  de  documens  précieu^, 
propres  à  enrichir  et  surtout  à  simplifier  l'en- 
seignement de  la  science. 

Géométrie.  f 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


I 


MANUEL 

DE 

GÉOMÉTRIE. 


1.  La  délimitation  des  divers  pays  occu- 
pés par  les  nations  ,  la  fixation  des  bornes 
entre  les  propriétés  territoriales  des  parti- 
culitrs,  sont  des  opérations  qui  ont  donné 
naissance  à  une  science  que  ,  d'après  son 
origine  ,  on  appelle  Géométrie  ou  Science 
de  la  mesure  des  terres  (  i  ) . 

2.  Ces  opérations  exigent  que  Ton  puisse 
figurer  sur  un  petit  espace ,  tel  qu'une  feuille 
de  papier  ,  de  grandes  étendues  territoria- 
les ;  de  manière  que  la  figure  dessinée  re- 

f présente  exactement  en  petit  l'étendue  et 
a  position  de  toutes  les  parties  du  terrain. 
Par  la  nécessité  d'établir  une  parfaite  simi- 
litude entre  les  objets  et  leurs  représenta- 
tions figurées  en  petit,  on  a  été  amené  à 
étudier  les  propriétés  de  ces  figures,  indé- 
pendamment de  la  nature  des  objets.  L'en- 
semble de  ces  propriétés ,  réunies  en  corps  de 
doctrine  ,  constitue  la  science  de  l'étendue 


(0  rî,  »,  la  terre;  n^^t ,  je  mesure. 
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en  général.  Toutefois,  on  la  désigne  encore 
sous  le  nom  de  Géométrie ,  quoiqu'il  ne  s'a- 
gisse plus  spécialement  ni  de  pays  ,  ni  de 
champs  ou  de  tout  autre  objet  territorial. 

3.  Quelle  que  soit  la  nature  des  corps  , 
ils  remplissent  un  espace  plus  ou  moins  con- 
sidérable ;  on  a  donné  à  cet  espace  le  nom 
de  volume;  ainsi,  un  vase  étant  rempli  de 
liquide  ,  si  on  le  vide  entièrement  l'espace 
vide  représente  le  volume  du  liquide  ;  de 
même  dans  un  moule ,  le  vide  est  le  volume 
de  l'objet  qu'on  doit  y  fondre.  L'image  dans 
une  glace  occupe  un  volume  et  ne  renferme 
aucun  corps. 

4-  On  donne  le  nom  de  surface  à  l'en- 
veloppe du  volume  ,  à  ce  qui  le  limite  de 
toutes  parts;  c'est  sur  la  surface  des  corps 
que  Ton  dessine;  on  écrit  sur  la  surface  du 
papier. 

La  paroi  d'un  vase  en  est  la  surface  inté- 
rieure ,  etc. ,  et  l'ombre  portée  par  un 
corps  est  une  surface. 

5.  On  appelle  ligne  le  contour  d'une  sur- 
face, ce  qui  la  limite  de  toutes  parts;  ainsi 
les  bords  de  l'ombre,  ceux  d'une  table,  sont 
des  lignes. 

6.  L'endroit  où  deux  surfaces  se  rencon- 
trent se  nomme  leur  intersection  ;  on  peut 
la  regarder  comme  une  limite  commune  aux 
deux  surfaces;  par  conséquent,  cette  inter- 
section est  une  ligne.  Par  exemple,  l'inter- 
section des  surfaces  de  deux  murs  dans  un 
appartement  ,  celle  de  la  surface  d'une  ri- 
vière avec  la  surface  du  rivage  ,  sont  des 
lignes. 

7.  On  peut  tracer  sur  une  surface  donnée 
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une  infinité  de  lignes;  car  on  peut  ima- 
giner une  infinité  de  surfaces  qui  rencon- 
trent la  surface  donnée  (6). 

8.  L  extrémité  d'une  ligne  se  nomme  point. 
H  s'ensuit  que  l'endroit  où  deux  lignes  se 
coupent,  que  leur  intersection  est  un  point; 
car  cette  intersection  peut  être  considérée 
comme  l'extrémité  commune  aux  deux  lignes. 
Ainsi  dans  une  table,  les  endroits  où  deux 
bords  se  rencontrent  sont  des  points. 

9-  On  peut  prendre  sur  une  ligne  une 
infinité  de  points  ,  car  on  peut  imaginer 
une  infinité  de  lignes  qui  rencontrent  la 
ligne  donnée  ;  par  conséquent  on  peut  aussi 


M 

1 

points  (7). 

10.  L  intersection  de  trois  surfaces  est  un 
point;  car,  considérées  deux  à  deux ,  les  sur- 
faces se  coupent  suivant  trois  lignes  (  6  )  , 
et  l'endroit  où  ces  trois  lignes  se  coupent 
est  le  point  commun  aux  trois  surfaces  : 
ainsi  ,  dans  une  chambre,  chaque  coin  est 
an  point  d'intersection  des  surfaces  des  deux 
murs  adjacens  et  de  la  surface  du  plancher 
ou  du  plafond. 

11.  Parmi  toutes  les  lignes,  il  en  existe 
une  à  laquelle  nous  rapportons  toutes  les 
autres,  dont  tout  le  monde  a  le  sentiment, 
c'est  la  ligne  droite;  il  n'est  pas  possible  et 
il  n'est  pas  nécessaire  de  la  définir  :  c'est 
une  notion  première. 

il.  Par  deux  points  ,  on  peut  toujours 
faire  passer  une  droite  ,  mais  pas  plus  d'une 
droite,  et  cette  droite  peut  être  indéfiniment 
prolongée  dans  les  deux  sens,  par  chacune 
de  ses  deux  extrémités. 
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13.  Parmi  toutes  les  surfaces,  il  en  existe 
une  à  laquelle  nous  rapportons  toutes  les 
autres,  et  dont  chacun  a  le  sentiment;  c'est 
la  surface  plane.  On  peut  la  définir  à  l'aide 
de  la  ligne  droite  ;  en  effet ,  une  surface  est 
plane  lorsque  prenant  à  volonté  deux  points 
dans  cette  surface  (9)  et  les  joignant  par 
une  droite  (12),  dans  quelque  sens  qu'on 
prolonge  cette  droite  ,  elle  reste  toujours 
sur  la  surface  ;  ainsi  les  murs  de  nos  ap- 
partenons ,  les  tables ,  le  papier,  sont  autant 
de  surfaces  planes.  Les  colonnes  ne  présen- 
tent pas  des  surfaces  planes  ,  parce  qu'on 
ne  peut  mener  des  droites  que  dans  le  sens 
de  leur  longueur.  On  donne  aussi  à  la  sur- 
face plane  le  nom  abrégé  de  plan  :  ainsi 
une  surface  plane  et  un  plan  sont  deux 
mots  qui  ont  même  signification. 

14.  Par  un  point  donné ,  on  peut  faire 
passer  une  infinité  de  plans.  En  effet  ,  me- 
nant un  plan  par  ce  point,  on  peut  donner  à 
ce  plan  une  infinité  de  positions  sans  lui 
faire  quitter  ce  point  ;  on  peut  réaliser  ce 
mouvement  en  plaçant  une  feuille  de  papier 
sur  la  pointe  d'un  canif. 

15.  Par  la  même  droite,  on  peut  faire  pas- 
ser une  infinité  de  plans;  même  raisonnement 
que  dessus  (i4)  :  on  voit  ce  mouvement  dans 
une  porte  qui  tourne  autour  de  la  ligne  de 
ses  gonds. 

16.  Par  deux  droites  qui  se  rencontrent  , 
on  ne  peut  faire  passer  qu'un  seul  plan  ;  en 
effet ,  menant  un  plan  par  l'une  de  ses  droites  . 
et  le  faisant  tourner  autour  de  cette  droite 
jusqu'à  ce  qu'il  passe  aussi  par  la  seconde 
droite,  il  est  évident  qu'alors  sa  position  sera 
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fixée,  et  il  ne  peut  faire  aucun  mouvement 
sans  quitter  Tune  ou  l'autre  droite. 

17.  Nous  allons  étudier  les  propriétés  des 
lignes  droites,  et  nous  les  supposerons  toujours 
tracées  dans  le  même  plan.  Il  faut  faire  bien 
attention  à  cette  observation  que  nous  ne  répé- 
terons plus. 

Deux  droites;  angles  $  perpendiculaires. 

18.  Une  droite  étant  déterminée,  lors- 
qu  on  connaît  ses  deux  extrémités  (12),  on 
est  convenu  de  désigner  une  droite  par  deux 
lettres  placées  à  ses  extrémités  ;  ainsi ,  AB  ou 
BA  [fig.  1  )  désigne  la  droite  qui  passe  par  les 
points  A  et  B. 

19.  Deux,  droites  AB  et  AC  qui  se  cou- 
pent en  un  point  A ,  ont  des  directions  diffé- 
rentes dans  1  espace.  La  direction  est  une  no- 
tion première  qui  n'est  pas  susceptible  d'être 
définie.  La  différence  de  cette  direction  se 
nomme  aussi  ècartement  ou  angle;  on  le  désigne 
à  l'aide  des  lettres  qui  désignent  les  droites ,  et 
plaçant  la  lettre  commune  au  milieu  ;  ainsi  on 
dit  l'angle BAC , ou CAB ,  pour  désigner  l'écar- 
tement  de  deux  droites  AJB  et  AC. 

20.  (  Fig.  1.  )  Un  angle  est  plus  ou  moins 
considérable;  ainsi  l'angle  DAC  est  plus  grand 
que  l'angle  BAC,  et  plus  petit  que  l'angle  EAC; 
et  les  deux  angles  BAC,  BAD ,  sont  égaux  lors- 
ques  AC  est  aussi  écarté  de  AB  que  AD  Test  de 
AB;  alors  faisant  tourner  l'angle  BAC  autour 
de  BA,  la  droite  AC  doit  tomber  sur  AD ,  et 
dans  ce  cas ,  l'angle  DAC  est  le  double  de 
Sangle  BAC ,  et  celui-ci  est  la  moitié  de  l'an- 
gle DAP. 
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21.  Si  les  trois  angles  EAD,  DAB,  BAC 
sont  égaux,  l'angle  BAC  sera  le  tiers  de  l'an- 
gle EAC  ;  l'angle  DAC  en  sera  les  j,  et  ainsi 
de  suite.  On  conçoit  comment  deux  angles  peu- 
vent être  entre  eux  comme  nombre  à  nombre, 
par  exemple  comme  5  est  à  7  ;  alors  le  -  du 
premier  angle  est  égal  au  ^  du  second  angle» 

22.  {Fig.  1.)  On  nomme  côtés  de  l'angle 
BAC  les  deux  droites  BA ,  AG  qui  forment 
l'angle ,  et  on  donne  le  nom  de  sommet  au  point 
A  d  intersection. 

23.  (Fis*  2.)  Deux  angles  BAC,  BAD 
sont  dits  adjcucens  lorsqu'ils  sont  formés  par  la 
droite  commune  AB  et  les  parties  AC  et  AD 
d'une  autre  droite. 

24.  Un  angle  EAC  est  dit  droit  lorsqu'il 
est  égal  à  son  adjacent  EAD,  et  la  droite  AE 
est  dite  perpendiculaire  sur  la  droite  DAC. 

25.  Langle  BAC,  plus  petit  que  l'angle 
droit  EAC,  est  un  angle  aigu;  et  l'angle 
BAD ,  plus  grand  que  l'angle  droit ,  se  nomme 
angle  obtus. 

26.  Il  est  évident  que  l'angle  BAE  est  la 
quantité  dont  l'angle  aigu  BAC  diffère  de  l'an- 
gle droit  ;  et  ce  même  angle  est  l'excès  de  l'angle 
obtus  BAD  sur  l'angle  droit  ;  donc  la  somme 
de  deux  angles  adjacens  est  toujours  égale  à 
deux  angles  droits. 

27.  Tous  les  angles  droits  sont  égaux 
entre  eux  ;  en  effet ,  quel  que  soit  cet  angle, 
on  peut  appliquer  un  de  ses  cotés  sur  DC  ,  et 
son  sommet  sur  A  ;  alors  le  second  côté  tom- 
bera sur  AE  ;  çar  s'il  tombait  à  droite  comme 
AB  ,  l'angle  BAC  est  nécessairement  plus  petit 
que  BAD  ;  par  conséquent  BAC  ne  peut  être 
droit  (i4)  2  on  démontrera  de  même  que. le  se- 
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coud  côté  ne  peut  tomber  à  gauche  de  AE;  donc 
il  tombe  sur  AE ,  et  par  conséquent  aussi  dun 
même  point  A  on  ne  peut  élever  plus  dune  per- 
pendiculaire AE  sur  la  droite  DAG. 

38.  L'angle  droit  étant  de  grandeur  con- 
stante ,  il  s'ensuit  qu'il  peut  servir  d'unité  de 
mesure  pour  les  angles  ;  ainsi  l'augle  droit 
étant  représenté  par  1 ,  la  fraction  \  désignera 
un  angle  compris  tjpis  fois  clans  l'angle  droit  ; 
la  fraction  f  un  angle  aigu  égal  aux  |  de  l'angle 
droit  ;  le  nombre  fractionnaire  \  désigne  un 
angle  obtus  égal  à  l'angle  droit,  plus  les  \  de 
l'angle  droit.  Et*  ep  général ,  pour  désigner 
un  angle,  il  faudra  chercher  le  nombre  qui 
exprime  le  rapport  de  cet  angle  à  l'angle 
droit  :  nombre  qui  peut  même  être  irrationnel. 

29.  La  somme  des  deux   angles  adjacens 
BAO,  BAC,  étant  égale  à  deux  angles  droits 
(26) ,  il  est  évident  que  toute  ligne  telle  que 
AC,  qui  s'élève  ai^-dessus  de  AC,  formera  deux 
angles  BAD ,  BAC',  dont  la  somme  est  moin- 
dre que  deux  angles  droits  ;  et  si  elle  s'abaisse 
au-dessous  de  AC ,  cette  somme  sera  plus 
grande  que  deux  angles  droits.  D'où  Ton  con- 
clut ,  i°  que  lorsquon  réunit  deux  angles 
BAD ,  BAC ,  dont  la  somme  est  égale  à  deux 
angles  droits,  les  deux  côtés  DA,  AC,  rie  for- 
ment qiiune  seule  ligne  droite;  20  qu'une 
droite  AD  ne  peut  avoir  qu'Un  seul  prolon- 
gement AC ,  suivant  la  même  direction ,  et 
que  par  conséquent  une  droite  est  entiè- 
rement déterminée  dans  toute  son  étendue 
par  deux  quelconques  de  ses  points;  3°  que 
deux  droites  ne  peuvent  se  couper  en  plus 
dun  point. 

3o,  La  somme  de  tous  les  angles  DAE, 
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EAB ,  BAC  ,  C'AC  ,  ayant  pour  sommet  com-  j 
m  un  le  point  A ,  et  situés  d'un  même  côté  de  \ 
la  droite  DAG ,  est  égale  à  deux  angles  droits; 
il  en  est  de  même  de  la  somme  des  angles  DAL, 
LAE' ,  E'AC  ,  C'AC  ,  situés  de  l'autre  côté  de 
la  droite  DAG  ;  donc  la  somme  de  tous  les 
angles  formés  autour  cTun  même  point  A  est 
égale  a  quatre  angles  droits. 

S'il  n'y  a  que  trois  angles  ,  deux  au  moins 
d'entre  eux  sont  obtus. 

31.  (Fig.  3.  )  Deux  droites  BAD,  FAC  qui 
se  coupent  au  point  A,  y  forment  quatre  an- 
gles :  deux  angles  aigus  BAC,  FAD,  opposés  par 
le  sommet,  et  deux  angles  obtus  FAB,  DAC, 
aussi  opposés  par  le  sommet,  L'angle  obtus 
BAF  ayant  pour  adjacensles  deux  angles  aigus, 
si  on  Tajoute  successivement  à  chacun  d'eux, 
on  obtient  deux  angles  droits  (26);  donc  les 
deux  angles  aigus  sont  égaux  ;  il  en  est  de  même 
des  angles  obtus  :  donc ,  eh  général ,  lorsque 
deux  droites  se  coupent ,  les  angles  opposés 
par  le  sommet  sont  égaux. 

32.  Si  un  de  ces  angles  DAE  {fig.  2)  est 
droit,  les  trois  autres  ÉAC,  CAE'  /DAE',  sont 
donc  aussi  droits  ;  par  conséquent  si  la  droite 
EAE'  est  perpendiculaire  (  24  )  sur  la  droite 
CAD ,  celle  -ci  sera  aussi  perpendiculaire  sur 
la  droite  EAE'. 

Mesure  des  droites}  distances. 

33.  On  a  choisi  une  droite  de  longueur 
fixe  pour  servir  d'unité  de  mesure  aux  Ion* 
gueurs  quelconques  des  autres  droites.  Cette 
longueur  fixe  varie  selon  les  pays  ;  et  souvent, 
dans  le  même  pays,  elle  varie  d'une  province 
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à  l'autre ,  et  quelquefois  avec  la  nature  du  tra- 
vail ou  de  l'objet  à  mesurer.  L'arbitraire  ou  les 
besoins  des  localités  ayant  le  plus  souvent  pré- 
sidé au  choix  de  l'unité  de  longueur,  il  en  a  du 
résulter  une  grande  multiplicité  de  mesures;  la 
France  a  donné  l'exemple  d'un  système  rai- 
sonné de  mesures  ,  dont  la  base  est  prise  dans 
la  nature.  (  Voir  le  Manuel  d Arithmétique.  ) 
Le  mètre  est  le  nom  de  l'unité  de  longueur  ; 
en  représentant  le  mètre  par  i  ,  les  nombres 
2,7,3,53,  désignent  des  longueurs  égales  à 
2  mètres  et  -~  de  mètre  ,  à  3  mètres  et  ~^  de 
mètre ,  etc.  ;'  et  en  général  pour  désigner  une 
droite  d'une  longueur  déterminée  il  faudra 
chercher  le  rapport  de  cette  droite  avec  le 
mètre.  Ce  rapport  n'est  pas  toujours  exacte- 
ment assignable. 

34.  Anciennement,  avant  1795,  l'unité 
de  longueur  était  la  toise  j  elle  se  subdivisait  en 
6  pieds  ;  le  pied  en  1 1  pouces  ;  le  pouce  en  1 2  li- 
gnes; la  ligne  en  12  points.  Comme  on  a  encore 
souvent  besoin  de  connaître  ces  anciennes  me- 
sures, il  est  bon  d'aj/prendre  par  cœur  le  ta- 
bleau suivant  : 

iT  —  6p''  —  72P  =  8641  =  1  o368i"5 
lPi=  12P=  i4>"  =  i72Î3p1s  =  ^t 
ip  =  i*l  =  i44',,  =  Tï*i  =  7ïT 
ji  =  iap*  =      =  rr/  =  8T4T 

35.  On  nomme  distance  de  deux  points 
la  longueur  de  la  droite  menée  entre  ces  points. 

Pour  mesurer  les  distances ,  on  se  sert  de 
divers  instrumens,  tels  que  mètres ,  chaînes  mé- 
triques, rubans  métriques ,  etc.  (Voir  le  Ma- 
nuel d 'Arpentage.)  La  longueur  d'une  ligne 
se  nomme  aussi  dimension. 
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Trois  droites;  triangles. 

36.  (  Fig.  4.  )  Trois  droites  HACD ,  IABG, 
FBCE  se  coupent  généralement  parlant  deux 
à  deux  en  trois  points  A,  B,  C,  autour 
desquels  elles  forment  douze  angles,  dont  la 
somme  est  égale  à  douze  angles  droits  (  3o  ). 

3^.  On  donne  à  l'espace  fermé  BAC  le  nom 
de  triangle  ,  parce  qu'il  ne  comprend  que  les 
trois  angles  BAC ,  ACB,  CBA  ;  les  distances 
AB ,  BG  ,  G  A ,  se  nomment  les  côtés  du  trian- 
gle; ainsi  chaque  triangle  a  trois  cotés  et 
trois  angles.  On  a  donné  aussi  le  nom  d'an- 
gles intérieurs  aux  trois  angles  du  triangle , 
pour  les  distinguer  des  six  angles  adjacons, 
qu'on  nomme  angles  extérieurs.  Les  trois  autres 
angles  sont  opposés  par  le  sommet. 

38.  {Fig.  4-  )  Un  triangle  tel  que  DEF 
peut  s'appliquer  sur  le  triangle  ABC  et  le  cou- 
vrir entièrement ,  si  le  côté  DE  est  égal  au 
côté  AB ,  le  côté  EF  égal  au  côté  AC ,  et  l'an- 
gle E  égal  à  l'angle  A.  En  effet,  transportant  le 
triangle  DEF  sur  ABC ,  on  pourra  placer  le 
côté  DE  sur  le  côté  AB,  l'extrémité  D  sur  B  et 
l'extrémité  E  sur  A;  si  le  point  F  est  hors  du 
plan  du  triangle  ABC  ,  on  pourra  le  faire  tour- 
ner autour  de  AB  comme  charnière  jusqu'à  ce 
qu'il  vienne  dans  le  plan  ;  alors  la  ligne  EF 
prendra  la  direction  de  AC  ,  à  cause  de  l'égalité 
des  deux  angles  A  et  E  ;  et  le  point  F  se  pla- 
cera sur  C  à  cause  de  l'égalité  des  deux  côtés 
AC  et  EF;par  conséquent  les  trois  sommets 
du  triangle  DEF  seront  donc  placés  sur  les 
trois  sommets  du  triangle  ABC;  donc  l'angle 
D  est  égal  à  l'angle  B  ,  l'angle  F  à  l'angle  C  ,  et 
le  côté  DF  est  égal  au  côté  BG. 
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Le  résultat  précédent  s'énonce  ainsi  :  deux 
hongles  sont  égaux  lorsqu'il*  ont  un  angle 
tgal  compris  entre  deux  côtés  égaux  cfiacun 
à  chacun. 

Ainsi ,  tous  les  triangles  qui  ont  deux  côtés 
egaux  et  un  angle  compris  égal ,  sont  identi- 
quement égaux  ;  ont  le  troisième  côté  égal  et 
les  deux  autres  angles  égaux  ;  en  d'autres 
termes ,  ce  côté  et  ces  angles  sont  déterminés 

<te  qu  on  connaît  deux  côtés  et  1  angle  com- 
pris. 

,  39-  [Fig-  5.  )  Si ,  en  outre  le  côté  AB  est 
e{pl  au  côté  AC ,  la  superposition  pourra  se 
faire  de  deux  manières  :  ou  en  plaçant  le  côté 
DE  sur  AB  ,  ou  en  le  plaçant  sur  AC  ;  dans 
je  premier  cas  on  trouve  que  l'angle  D  est  égal 
*  1  angle  B ,  et ,  dans  le  second  cas  ,  on  trouve 
le  même  angle  D  égal  à  l'angle  C  ;  il  faut 
donc  que  Vangle  B  soit  égal  à  l'angle  C. 
f  4o.  Un  triangle  ABC*,  qui  a  deux  côtés 
Çgaux  f  se  nomme  triangle  isoscele ,  et  le  côté 
|negal  se  nomme  base  («xo;,  égal;  <wâoç, 
jarret).  On  énonce  donc  ainsi  le  résultat 
prece'dent  :  dans  tout  triangle  isoscele ,  les 
angles  opposés  aux  côtés  égaux  ou  les  angles 
sur  la  base  sont  égaux. 

4tt 
'•Un  triangle  qui  a  ses  trois  côtés  égaux 

se  nomme  équilatèral  (  œquum  ,  égal  ;  latus, 

)  ;  dans  un  triangle  équilatèral ,  les  trois 

angles  sont  égaux  (4o). 

Le  triangle  scalène  est  celui  qui  a  ses  trois 
cotés  inégaux  (  <™a).eyoç,  inégal  ). 

42.  (Fig.  4.)  Un  triangle  DEF  peut  s'ap- 
pliquer sur  le  triangle  ABC,  et  le  couvrir 
^ctement,  si  le  côté  DF  est  égal  au  côté 
«M  l'angle  D  égal  à  l'angle  B,  et  F  égal  à 
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l'angle  C.  En  effet ,  transportant  le  triangle 
DEF  sur  ABC  ,  on  placera  le  côté  DF  sur  son 
égal  BC ,  de  manière  que  D  soit  sur  B  ,  ci  * 
sur  C  ;  ensuite  faisant  tourner  autour  de 
cette  ligne  comme  charnière,  EF  prendra  la 
direction  de  AC,  à  cause  de  l'égalité  des  an- 
gles F  et  C  ;  par  la  même  raison ,  DE  prendra 
la  direction  deBA;  donc  le  point  E  devra  se 
trouver  en  même  temps  sur  les  côtés  BA  et  CA> 
il  tombera  donc  sur  le  point  A  (  29)  ;  donc 
l'angle  E  sera  égal  à  l'angle  E,  le  côté  DE  au 
côte  AB ,  et  le  côté  EF  au  côté  AC  ;  ce  Résul- 
tat s'énonce  ainsi  :  deux  triangles  sont  égaux 
lorsqu'ils  ont  un  côté  égal ,  adjacent  à  deux 
angles  égaux  chacun  à  chacun. 

43.  {Jbig.  5.)  Si  en  outre  les  deux  angles  B 
et  C  du  triangle  ABC  sont  égaux  entre  eu*  1 
alors  la  superposition  précédente  pourra  se 
faire  de'deux  manières  :  soit  en  plaçant  D  sur 
B,  et  F  sur  C ,  ou  bien  D  sur  C  et  F  sur  B  ; 
dans  le  premier  cas,  on  aura  DE  égal  à  AB; 
et  dans  la  seconde  manière  ,  DE  sera  égal  a 
AC  :  il  faut  donc  que  le  côté  AB  soit  égal  a 
AC.  Ainsi  :  lorsqu'un  triangle  a  deux  angle* 
égaux ,  les  côtes  opposés  à  ces  angles  sont 
égaux  et  le  triangle  est  isoscele  (4o)  ;  et  lors- 
qu'il triangle  a  trois  angles  égaux ,  il  cst 
nécessairement  équilatéral  (40* 

44*  ^a  proposition  précédente  est  la  réci- 
proque de  la  proposition  4o.  Pour  comprendre 
ceci,  il  faut  observer  que  chaque  proposition 
renferme  deux  parties  distinctes  :  i°.  les  don* 
nées  ou  \'hypothcse$  20  la  conclusion.  Ainsi» 
dans  cette  proposition  ,  un  triangle  qui  a  deux 
côtés  égaux ,  a  deux  angles  égaux  ;  l'égalité  des 
deux  côtés,  c'est  la  partie  hypothétique,  ce 
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sontles  données  de  la  proposition  ;  tandis  que 
I  égalité  des  angles ,  c'est  la  conclusion ,  la  par- 
tie au'il  faut  démontrer;  et,  dans  cette  se- 
conde proposition ,  un  triangle  qui  a  deux 
angles  égaux  a  aussi  deux  cotés  égaux  :  l'é- 
galité des  angles  est  la  partie  hypothétique  ; 
légalité  des  côtés  forme  la  conclusion.  En 
comparant  ces  deux  propositions,  on  voit  que 
la  partie  hypothétique  de  Tune  est  la  conclu- 
sion de  l'autre  ,  et  vice  versa  ;  et  c'est  en  quoi 
consiste  la  réciprocité  de  deux  propositions. 

45.  (Fig.  5.  )  Si,  dans  le  triangle  isoscèle 
BAC,  on  mène  une  droite  AK  du  sommet  A 
au  milieu  K  de  la  base  BC,  on  formera  deux 
triangles  ABK  et  CAR  qui  sont  égaux  ;  car 
l'on  à  BK  =  CK,  AB  =  AC  ,  et  l'angle  B  égal 
à  l'angle  G  (4°)î  donc  l'angle  AKB  est  égal 
à  son  adjacent  AKC,  et  l'angle  BAK  est  égal 
à  KAC  ;  par  conséquent ,  dans  tout  triangle 
isoscele ,  la  droite ,  qui  va  du  sommet  au  mi- 
lieu de  la  base,  est  perpendiculaire  à  cette 
base ,  et  partage  V angle  au  sommet  en  deux 
angles  égaux. 

Parallèles. 

46.  [Fig.  6.)  Dans  tout  triangle  AJ8C, 
ïangle  extérieur  ACL  est  plus  grand  que 
chacun  des  deux  angles  intérieurs  ABG,  CAB, 
qui  lui  sont  opposés;  en  effet,  au  milieu  D 
de  ÀC  soit  menée  la  droite  BD ,  qu'on  la  pro- 
longe jusqu'en  M,  en  faisant  DM  =BD;  me- 
nant CM,  on  formera  un  triangle  DMC  égal 
au  triangle  ADB;  car  l'on  a  AD  =  CD„ 
BD=I)M  par  construction  ,  et  l'angle  BDA= 
MDC  (3 1),  donc  (38)  les  deux  triangles  sont 
égaux ,  et  l'angle  A  sera  égal  à  l'angle  DCM  \ 
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mais  l'angle  ACL  est  plus  grand  que  l'angle 
DCM,  donc  aussi  cet  angle  extérieur  est  plus 
grand  que  l'angle  A;  faisant  une  construction 
semblable  sur  le  côté  BC,  on  prouvera  que 
l'angle  BCN  est  plus  grand  que  l'angle  ABC, 
or  ACL=BCN (3o),  donc,  etc. 

Il  est  facile  de  démontrer  sans  aucune  con- 
struction que  l'angle  extérieur  ACL  n'est  pas 
égal  à  l'intérieur  ABC  ;  en  effet,  si  cette 
égalité  avait  lieu ,  la  somme  des  angles  ACB , 
ABC  serait  égal  à  deux  angles  droits;  conce- 
vons le  triangle  ABC  retourné  de  manière 
que  B  vienne  en  C  et  vice  versa,  et  que  A 
soit  en  A'  au-dessous  de  BC;  ACB  et  BCA' 
formant  deux  droites  ,  la  liane  AGA'  sera 
droite ,  de  même  la  ligne  ABA ,  ce  qui  est  im- 
possible ;  donc ,  etc. 

(Schwab.  Géométrie,  p.  i5.) 

47.  La  somme  des  deux  angles  intérieurs 
ABC  et  ACB  est  donc  plus  petite  que  la  somme 
des  deux  angles  adjacens  ACB  et  ACL,  qui 
valent  ensemble  deux  angles  droits  (26); 
donc ,  dans  tout  triangle ,  la  somme  de  deux 
angles  intérieurs  est  toujours  plus  petite  que 
deux  angles  droits ,  et  la  somme  des  trois 
angles  est  plus  petite  que  trois  angles  droits. 
De  là  on  conclut  immédiatement,  i°  quun 
triangle  ne  peut  avoir  deux  angles  obtus; 
20  ni  un  angle  obtus  et  un  angle  droit; 
3°  ni  deux  angles  droits.  Par  conséquent  9 
cFun  même  point ,  on  ne  peut  pas  abaisser 
deux  perpendiculaires  sur  une  même  droite. 
4°  Dans  un  triangle  is  os  cèle  les  deux  angles 
sur  la  base  sont  aigus. 

48.  Si  deux  droites  CB,  DF, 
ou  CB,  DG ,  sont  coupées  par  une  troisième 
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ligne  ABDE,  de  manière  à  former  avec  elles 
deux  angles  obtus  CBD,  FBD,  ou  un  angle 
obtus  et  un  angle  droit  CED,  BDG,  tous  deux 
intérieurs ,  les  deux  droites  ne  pourront  pas 
se  couper  du  même  côté  ou  sont  ces  angles  ; 
car  elles  formeraient  avec  la  troisième  ligne 
un  triangle  renfermant  deux  angles  obtus ,  ou 
bien  un  angle  obtus  et  un  angle  droit»  ce  qui 
est  impossible  (47). 

49«  {Fiç.  8)  Si  deux  droites  CBK,  FDL# 
sont  coupées  par  une  troisième  ABD,  de  ma- 
nière à  former  avec  elle  un  angle  aigu  CBD 
et  un  angle  obtus  FDB  dont  la  somme  soit 
égale  à  deux  angles  droits ,  les  deux  droites 
ne  pourront  pas  se  couper  au-dessus  de  la 
droite  ABD ,  car  elles  formeraient  avec  la 
troisième  droite  un  triangle  renfermant  deux 
angles  dont  la  somme  est  égale  à  deux  angles 
droits,  ce  qui  est  impossible  (47);  niais,  par 
la  même  raison ,  elles  ne  peuvent  se  couper  de 
l'autre  côté  de  la  droite  ABD  ;  car  la  somme 
des  quatre  angles  CBD,  FDB,  KBD,  BDL,  est 
égale  à  quatre  angles  droits;  or,  la  somme 
des  deux  premiers  valant  deux  angles  droits, 
la  somme  des  deux  derniers  vaudra  autant  ; 
par  conséquent,  les  deux  droites  ne  pourront 
se  couper  ni  au-dessus  ni  au-dessous  <ie  la 
droite  ABD,  à  quelque  distance  qu'on  les  ima- 
gine prolongées ,  et  ne  pourront  jamais  former 
un  espace  fermé  avec  la  droite  ABD  :  le  même 
raisonnement  a  lieu  lorsque  les  deux  droites 
sont  perpendiculaires  à  la  troisième. 

5o.  Deux  droites  CBK,  FDL,  situées  dans 
un  même  plan ,  sont  dites  parallèles,  lors- 
qu'elles ne  peuvent  jamais  se  rencontrer  à 
Quelque  distance  qu'on  les  imagine  prolongées, 
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ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  lorsqu'elles  ne 
peuvent  former  un  espace  triangulaire  avec 
une  troisième  droite,  qui  les  coupe  et  à  la- 
quelle on  a  donné  le  nom  de  sécante*  On  a 
distingué  aussi  par  des  noms  particuliers  les 
angles  que  forme  la  sécante  avec  les  paral- 
lèles ;  en  voici  le  tableau  : 

CBD,  FDB,  1 

ou  bien  >angles  intérieurs  d'un  même  côté. 
RBD,BDL,J 

ABC,  ADF, 

ou  bien 
ABK,  ADL, 

ou  bien    }  angles  correspondans» 
CBD,  FDI, 

ou  bien 
KBD ,  LDI , 
CBD,  BDL, 

ou  bien    \  angles  alternes-internes. 
KBD,  BDF, 

ABC,  LDI, !     ,  A  ê 

ABK  FDI  JanS  alternes-externes. 

5i.  D'après  ces  dénominations,  la  proposi- 
tion (49)  peut  prendre  ces  différens  énoncés  : 
deux  droites  sont  parallèles,  lorsque,  i°  la 
somme  des  angles  intérieurs  est  égale  à  deux 
angles  droits;  i°  les  angles  correspondans 
sont  égaux;  3°  les  angles  alternes-internes 
sont  égaux;  4°  les  angles  alternes -externes 
sont  égaux.  Car  une  quelconque  des  trois  der- 
nières conditions  ayant  lieu,  la;  première  en 
est  une  conséquence  :  par  exeihple,  si  l'angle 
ABC  est  égal  à  son  correspondant  ADF,  la 
somme  des  deux  angles  adjacens  ABC,  CBD, 
étant  égale  à  deux  angles  droits,  il  s'ensuit 
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fue la  somme  des  deux  angles  intérieurs  GBD 
et  ADF,  sera  aussi  égale  à  deux  angles  droits  ; 
donc,  etc. 

52.  Les  réciproques  des  quatre  proposi- 
tions (5i)  s'énoncent  ainsi,  lorsque  deux  droi- 
tes parallèles  sont  coupées  par  une  troisième 
droite:  i°  la  somme  des  angles  intérieurs  est 
égaleà  deux  angles  droits  ;  i»  les  angles  cor- 
respondans  sont  égaux;  3°  les  angles  alternes 
internes  sont  égaux;  4°  les  angles  alternes- 
externes  sont  égaux.  L'une  quelconque  de  ces 
propositions  étant  admise ,  les  trois  autres 
en  sont  des  conséquences  :  on  n'est  pas  encore 
parvenu  à  démontrer  rigoureusement  aucune 
d'elles  ;  on  les  admet  comme  des  vérités  de  sen- 
timent, contre  lesquelles  ne  s'élève  aucun 
doute.  En  effet,  la  direction  étant  une  notion 
primitive ,  on  conçoit  que  deux  droites  peuvent 
avoir  dans  l'espace  la  même  direction ,  sans  pour- 
tant se  confondre  :  cette  différence  de  position 
et  cette  identité  de  direction  ,  sans  pouvoir  dire 
en  quoi  elles  consistent,  constituent  le  parallé- 
lisme; il  s'ensuit  que,  par.le  même  point,  ne 
peuvent  passer  deux  parallèles  à  une  même 
droite  ;  car  ces  deux  parallèles  ayant  des  direc- 
tions différentes ,  ne  peuvent  avoir  même  direc- 
tion qu'une  troisième  droite.  Ceci  étant  admis , 
il  est  facile  de  démontrer  la  vérité  de  la  pre- 
mière proposition  réciproque.  En  effet  {fig.  9  ) , 
soient  CBK,  FDL,  deux  droites  parallèles 
rencontrées  par  la  sécante  BDI,  la  somme 
des  deux  angles  intérieurs  CBD,  FDB,  sera 
égale  à  deux  angles  droits;  car  si  elle  était 
plus  petite,  ou  peut  mener  une  droite  DN 
telle  que  la  somme  des  deux  angles  CBD, 
EDN,  soit  égale  à  deux  angles  droits,  alors 
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DN  sera  parallèle  à  BC  (5i);  par  le  même 
point  D ,  on  pourrait  donc  mener  deux  paral- 
lèles à  BC ,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qu'on  a  ad* 
mis  ;  on  démontrerait  de  même  que  la  somme 
des  deux  angles  intérieurs  ne  peut  être  plus 
grande  que  deux  angles  droits  ;  donc,  etc.  Les 
propositions  sur  les  parallèles  sont  celles  dont 
on  se  sert  le  plus  fréquemment  en  géométrie  ;  il 
est  donc  très-important  de  se  les  rendre  fa- 
milières ,  et  de  bien  les  graver  dans  la  mé- 
moire. (Note  i. ) 

53.  { Figure  n.  )  Toutes  les  fois  donc  quedeux 
droites  BC  ,  DF  sont  rencontrées  par  une  troi- 
sième ABDE ,  si  la  somme  des  deux  angles 
intérieurs  CBD ,  FDB  ri  est  pas  égale  à  deux 
angles  droits  f  les  deux  droites  ne  seront  pas 
parallèles;  car  ,  si  elles  étaient  parallèles, 
cette  somme  serait  égale  à  deux  angles 
droits  (5a):  le  point  de  rencontre  O  a  lieu  du 
côté  où  la  somme  des  angles  OBD ,  ODB ,  est 
plus  petite  que  deux  angles  droits  (47). 

Moins  la  somme  des  angles  intérieurs  diffère 
de  deux  angles  droits,  et  plus  les  droites  s'ap- 
procheront d'être  parallèles  ;  mais  le  parallé- 
lisme n'est  rigoureux  que  lorsque  cette  diffé- 
rence est  nulle. 

54-  (Fig.  10.)  Deux  droites  MN,  PQ, pa- 
rallèles à  une  troisième  droite  RS ,  sont  parai* 
lèles  entre  elles.  En  effet ,  soit  menée  la  sécante 
ABCD,  les  droites  MN,  SR  ,  étant  parallèles, 
l'angle  MAI)  sera  égal  à  son  correspondant 
RCD  (52)  ;  à  cause  du  parallélisme  de  PQ  et 
de  RS ,  l'angle  PBD  sera  égal  aussi  à  RCD  ; 
donc  les  deux  angles  correspondans  MAD, 
PBD ,  sont  égaux  ;  donc  les  deux  droites  MN 
et  PQ  sont  parallèles  (5i  ). 
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Lorsque  la  troisième  droite  est  située  entre 
les  deux  parallèles,  la  proposition  est  évidente 
(Telle-même. 

55.  (Fig.  11.)  Pour  mener  des  parallèles 
sur  le  papier,  on  fait  glisser  l'équerre  ABC  le 
long  de  la  règle  MN ,  en  les  tenant  appliquées 
l'une  contre  l'autre;  dans  ce  mouvement  la 
droite  AB  fait  toujours  le  même  angle  ABC 
avec  la  droite  MN  ;  elle  est  donc  toujours  pa- 
rallèle à  elle-même,  et  toutes  les  droites  tracées 
le  long  de  AB  sont  parallèles  entre  elles  (54)- 
La  droite  C A ,  dans  ce  mouvement ,  conserve 
aussi  toujours  son  parallélisme ,  et  fait  toujours 
le  même  angle  avec  la  règle;  si  l'équerre  est  j  uste, 
cet  angle  est  droit.  En  général ,  quand  on  a  une 
droite  perpendiculaire ,  on  peut,  au  moyen  de 
l'équerre ,  se  procurer  tant  d'autres  perpendi- 
culaires qu'on  voudra  ,  en  menant  des  paral- 
lèles à  la  première  perpendiculaire;  mais  celle- 
ci  doit  être  tracée  exactement  par  un  procédé 
que  nous  indiquerous  plus  loin. 

Angles  des  triangles. 

56.  Il  suit  de  ce  qui  précède  que  trois 
droites  situées  dans  un  même  plan  ,  ou  bien 
renferment  un  espace  triangulaire  ou  ne  peuvent 
fermer  un  espace  ;  et ,  dans  ce  second  cas ,  deux 
des  droites  sont  parallèles  ou  les  trois  sont  pa- 
rallèles. 

5^.  {Fis*.  6  )  Nous  avons  prouvé  ci -dessus 
(46)  que  1  angle  extérieur  ACL  est  plus  grand 

Îue  chacun  des  angles  intérieurs  opposés  A  et 
BC.  Maintenant ,  à  l'aide  des  propriétés  des  pa- 
rallèles ,  nous  pouvons  démontrer  que  V angle 
extérieur  est  égal  à  la  somme  de  ces  deux  an- 
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gles.  Conservons  la  même  construction  :  nous 
avons  vu  que  l'angle  ACM  est  égal  à  l'angle 
A  ;  mais  ces  deux  angles  étant  alternes-internes, 
les  droites  AB  et  CM  sont  parallèles  (5oj; 
donc,  par  les  propositions  réciproques  (52)  f 
les  angles  correspondans  MCL ,  ABL  ,  sont 
égaux  ;  l'angle  extérieur  ACL  est  donc  égal  à 
la  somme  des  deux  angles  intérieurs  opposés 
ABC  et  BAC  ;  et  lorsque  ces  angles  sont  égaux, 
chacun  est  la  moitié  de  l'angle  extérieur. 

58.  (Fig.  G.)  La  somme  des  trois  angles 
A ,  B ,  C  du  triangle  ABC  est  donc  égale  à  l'angle 
extérieur  ACL,  plus  l'angle  adjacent  ACB; 
mais  ces  deux  angles  valent  ensemble  deux  an- 
gles droits  ;  donc  la  somme  des  trois  angles 
a  un  triangle  vaut  deux  angles  droits.  C'est 
une  proposition  fondamentale  dont  on  fait  sans 
cesse  usage;  elle  est  fondée  sur  les  propositions 
du  n°  (5a),  et  en  est  une  conséquence  immé- 
diate ;  si  Ton  parvient  à  prouver  cette  consé- 
quence ,  indépendamment  de  ces  propositions , 
alors  elle  peut  servir  à  les  démontrer. 

Moins  la  somme  de  deux  angles  du  triangle 
diffère  des  deux  angles  droits ,  et  plus  le  troi- 
sième angle  sera  petit;  plus  cette  différence 
diminue  ,  et  plus  le  troisième  angle  approche 
d'être  nul.  Lorsque  la  différence  est  nulle  ,  les 
deux  côtés  du  troisième  angle  deviennent  pa- 
rallèles (5i  );  c'est  dans  ce  sens  que  Ton  dit 
que  deux  parallèles  font  entre  elles  un  angle 
nul  ;  on  voit  que  c'est  l'expression  d'une  li- 
mite. 

59.  La  somme  des  angles  d'un  triangle  est 
donc  indépendante  des  "longueurs  des  côtés. 
Que  ces  côtés  soient  grands  ou  petits  ,  cette 
somme  est  constamment  égale  à  deux  angles 
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droits;  mais  il  existe  entre  ces  côtés  et  ces  an- 
gles des  relations  de  grandeur  que  nous  allons 
faire  connaître. 

60.  (Fig.  12.)  Soient  deux  triangles  ABC, 
DEF,  ayant  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun , 
savoir  AB=DE  ,  B&=EF  ,  AC=DF  ,  les 
deux  triangles  sont  égaux.  En  effet,  plaçons  le 
second  triangle  sur  le  premier,  le  côté  ÙF  sur 
son  égal  AC ,  D  sur  A  et  F  sur  C  ;  admettons 
que  le  point  E  puisse  ne  pas  tomber  sur  B  , 
mais  en  E'  à  droite  du  point  B  ;  menons  la 
droite  BE'  et  au  milieu  I  les  deux  droites  AI 
et  CI,  AE'  étant  la  même  ligne  que  DE  égale 
à  AB,  le  triangle  BAE'  est  donc  isoscèle,  et  la 
droite  AI  est  perpendiculaire  sur  BE'  (45). 
Parles  mêmes  raisonnemens  on  démontre  que 
la  droite  CI  doit  aussi  être  perpendiculaire 
sur  BE  ;  il  s'ensuivrait  que  par  le  même  point 
I  on  pourrait  élever  deux  perpendiculaires 
sur  une  droite,  ce  qui  est  impossible  (27).  La 
même  impossibilité  se  présente  si  on  suppose 
que  le  point  E  puisse  tomber  à  gauche  de  B 
ou  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC  ;  donc 
ce  point  tombera  sur  B,  et  par  conséquent 
l'angle  F  est  égal  à  l'angle  C ,  l'angle  D  à 
l'angle  A,  et  l'angle  E  à  1  angle  B. 

61.  (Fig.  12- )  Ainsi,  deux  triangles  qui 
ont  les  cotés  égaux  chacun  à  chacun  ont 
aussi  les  angles  égaux;  mais  il  est  facile  de 
se  convaincre  que  la  réciproque  de  cette  pro- 
position n'est  pas  vraie.  Menons  dans  le  trian- 
gle DEF  la  parallèle     ,  l'angle    sera  égal 
à  l'angle  D,  et  l'angle  h  à  l'angle  F  (5a) ;  les 
deux  triangles  gEf,  DEF  ont  donc  un  ançle 
commun  et  deux  angles  égaux  ;  et  toutefois 
leurs  côtés  ne  sont  pas  égaux  ;  mais  il  existe 
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alors,  en  comparant  respectivement  ces  côtés, 
des  relations  de  grandeur  que  nous  ferons  con- 
naître plus  loin. 

62.  Il  suit  de  tout  ce  qui  précède  que  des 
six  choses  qui  entrent  dans  un  triangle  il 
suffit  d'en  connaître  trois ,  savoir  : 

i°  Deux  côtés  et  l'angle  compris  (38); 

20  Un  côté  et  les  deux  angles  adjacens  (4*)  ; 

3°  Trois  côtés  (60); 
pour  que  les  trois  autres  choses  soient  aussi 
déterminées. 

Ces  trois  propositions  renferment  les  trois  ca- 
ractères d égalité  des  triangles,  et  les  principes 
des  propriétés  de  toutes  les  autres  figures;  on 
les  invoque  sans  cesse  en  géométrie;  il  est 
très-important  de  se  familiariser  avec  leur 
usage. 

63.  (Fig.  i3.)  Dans  le  triangle  BAC,  le 
côté  BC  étant  plus  grand  que  le  côté  AB  , 
l'angle  BAC  opposé  au  grand  côté  est  plus 
grand  que  l'angle  G  opposé  au  petit  côté.  En 
effet,  soit  prisBD  égal  à  BA  et  menée  la  droite 
AD,  le  triangle  BAD  étant  isoscèle,  l'angle  B AD 
est  égal  à  l'angle  BDA  (4o).  Or,  l'angle  BAC 
est  plus  grand  que  l'angle  BAD,  donc  il  est 
aussi  plus  grand  que  l'angle  BDA;  mais  celui- 
ci  comme  angle  extérieur  est  pl  us  grand  que 
l'angle  C  (46),  donc  l'angle  A  est  plus  grand  que 
l'angle  C;  et  en  général,  dans  un  triangle, 
le  plus  grand  angle  est  opposé  au  plus  grand 
côté. 

64-  {Fig.  i3.)  Et  réciproquement,  dans 
tout  triangle ,  le  plus  grand  côté  est  opposé  au 
plus  grand  angle.  Soit  BAC  ^>  BC  A  ;  alors  on 
a  aussi  BC>  BA  j  car  si  l'on  avait  BC  <  BA  ou 
égal  à  BA ,  on  aurait  BAC  plus  petit  ou  égal  à 
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flCA;  ce  qui  est  contraire  à  la  supposi- 
tion. 

65.  On  nomme  triangle  obtusangle  un  trian- 
gle qui  a  un  angle  obtus ,  et  il  ne  peut  avoir 
plus  d'un  angle  obtus  (46)  ;  dans  tout  triangle 
obtusangle ,  Te  plus  grand  côté  est  celui  qui 
est  oppose  à  l'angle  obtus  (64). 

66.  On  nomme  triangle  rectangle  un  trian- 
gle ABD  dont  un  des  angles  Best  droit  {fig.  16); 
dans  tout  triangle  rectangle  le  plus  grand  côté 
est  opposé  à  F  angle  droit. 

67.  On  nomme  triangle  acutangle  le  trian- 
gle qui,  n'ayant  ni  angle  droit  ni  angle 
obtus ,  a  ses  trois  angles  aigus  ;  le  plus  grand 
côté  est  opposé  au  plus  grand  des  trois  angles 
aigus. 

68.  Pour  démontrer  la  proposition  réci- 
roque  précédente  (64) ,  nous  avons  fait  usage 
'une  méthode  cT  argumentation  à  laquelle  il 

faut  faire  une  attention  particulière ,  parce 
qu'elle  se  présente  très-souvent  dans  les  raison- 
oemens géométriques  ;  cette  méthode  est  fondée 
sur  ce  principe  :  entre  deux  quantités  de  même 
espèce  ne  peut  exister  que  l'une  de  ces  trois 
relations  de  grandeur  : 

i°  La  première  est  égale  à  la  seconde  ; 

20  La  première  est  plus  grande  que  la  se- 
conde ; 

3°  La  première  est  plus  petite  que  la  se- 
conde. 

Lorsqu'on  réussit  à  prouver  par  les  propriétés 
des  quantités  comparées  que  deux  de  ces  rela- 
tions sont  impossibles,  on  en  conclut  l'exis- 
tence de  la  troisième  relation.  Ainsi  dans  le 
raisonnement  ci-dessus  (64),  on  a  prouvé  que 
ni  la  première  ni  la  troisième  relation  ne  pou- 
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vaient  exister,  d'où  Ton  a  conclu  l'existence  de 
la  deuxième  relation. 

69.  {Fig.  iL)  Dans  tout  triangle  ABC,  la 
somme  des  deux  côtés  AB  et  BC  est  plus 
grande  que  le  troisième  côté  AG  ;  soit  prolongé 
AB  d'une  longueur  BD  égale  à  BC  ,  le  triangle 
BCD  étant  isoscèle  ,  l'on  a  l'angle  D  éûjal  à  l'an- 
gle BCD  (4o).  Ainsi ,  l'angle  ACD,  plus  grand 
que  l'angle  BCD ,  sera  aussi  plus  grand  que 
1  angle  D;  donc,  dans  le  triangle  ACD  le 
côté  AD  opposé  à  l'angle  ACD  est  plus  grand 
que  le  côte  AC;  mais  le  côté  AD  est  égal  à  la 
somme  des  deux  côtés  AB  et  BC;  donc,  etc. 
On  conclut  aussi  de  là  que  dans  tout  triangle 
un  côté  est  plus  ^rand  que  la  différence  des 
deux  autres  côtes. 

Ainsi ,  pour  aller  du  point  A  au  pont  C , 
le  chemin  droit  AC  est  plus  court  que  le 
chemin  brisé  ABC. 

no.  (Fig.  i5.  )  Dans  les  deux  triangles 
ABC,  DEF,  si  l'on  a  BC=DF,  BA=DE 
et  F  angle  ABC  >  que  l'angle  EDF  ,  le  côté 
AC  sera  aussi  plus  grand  que  le  côté  EF.  Soit 
placé  le  triangle  DEF  sur  le  triangle  ABC  ,  DF 
sur  son  égal  BC ,  et  soit  menée  la  droite  AE', 
le  triangle  ABE'  étant  isoscèle ,  on  a  l'angle 
BAE'  égal  à  l'angle  BE'A;  mais  AE'C  est 
plus  grand  que  AE'B,  donc  aussi  AE'C  est 
plus  grand  que  l'angle  E'AC  ;  et  par  consé- 
quent dans  Je  triangle  E'AC  le  côté  AC  est 
plus  grand  que  le  côté  E'C  égal  à  EF  ; 
(  64  ) ,  si  le  point  E  tombe  dans  l'intérieur 
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AE'Ù  est  obtus  (3o),  et  par  conséquent  AC  est 
plus  grand  que  E'C. 

Triangle  rectangle;  perpendiculaire  ,  obli- 
que ;  distance  dun  point  à  une  droite- 

7î.  [Fig.  16.  )  On  a  donné  aux  trois  côtés 
\  nu  triangle  rectangle  divers  noms  frequem- 
\  ment  employés,  et  qu'il  est  nécessaire  de 
|  connaître.  On  nomme  Iiauteurle  côté  ABop- 
[  posé  à  un  angle  aigu,  et  alors  BG,  le  côté  op- 
posé à  l'autre  angle  aigu,  se  nomme  la  base , 
et  si  Ton  prend  BC  pour  hauteur ,  c'est  AB 
qui  porte  le  nom  de  base  ;  et  on  donne  le 
|  nom  fthypothènuse  au  côté  A  G  opposé  à 
j  l'angle  droit  ;  ainsi  la  proposition  66  peut  s'é- 
noncer ainsi  :  dans  tout  triangle  rectangle, 
fhypothênuse  est  plus  longue  que  la  base  ou 
que  la  hauteur. 

72.  Quelquefois  on  donne  le  nom  de  ligne 
oblique,  ou  simplement  d oblique,  à  l'hypo- 

l  ihénuse  AG  ;  alors  AC  prend  le  nom  de  aw- 
tance  perpendiculaire  ou  de  perpendiculaire , 
et  BC  celui  A'écartement.  La  proposition  66 
s'énonce  donc  encore  ainsi  :  l  oblique  est  plus 
longue  que  la  perpendiculaire  et  que  son 
tcartement. 

73.  D'un  point  Aon  peut  mener  une  infinité 
de  droites  à  la  droite  GDBEC  ;  la  plus  courte 
de  ces  droites  est  donc  la  perpendiculaire  AB, 
ou ,  er*  d'autres  termes ,  le  plus  court  chemin 

|  pour  aller  dun  point  à  une  droite ,  c'est  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la 
^  droite.  On  donne  aussi  le  nom  de  distance  à  ce 
j;   chenal)  minimum. 

!•    7i  {Fig.  10.)  Deux  obliques  AE ,  AC, 

\ 
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situées  dun  même  côté  de  la  perpendiculaire 

sont  inégales  ,  car  l'angle  AEB  étant  aigu 
(46),  son  adjacent  AEC  est  obtus;  donc  la 
droite  AC  est  plus  longue  que  AE  (64)  ; 
ainsi,  des  deux  obliques  situées  dun  même 
côté  de  la  perpendiculaire,  la  plus  écartée 
est  la  plus  longue* 

Il  est  donc  impossible  de  mener  du  même 
point  A  deux  obliques  égales  du  même  côte 
de  la  perpendiculaire.  D'un  même  point  il 
est  aussi  impossible  de  mener  trois  obliques 
égales  à  une  droite  :  car  deux  de  ces  obliques 
sont  nécessairement  du  même  côté  de  la  per- 
pendiculaire. 

75.  Si  Vècartement  BD  est  égalàVecar- 
tement  BC ,  les  deux  obliques  AD ,  AC ,  situées 
des  deux  côtés  de  la  perpendiculaire  sont 
égales ,  car  les  deux  triangles  ABC ,  ABD , 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux ,  sont  égaux. 

76.  Et  réciproquement ,  deux  obliques 
égales  sont  également  écartées  de  la  perpen- 
diculaire ;  car  lorsque  AD  est  égal  à  AC ,  le 
triangle  ADC  étant  isoscèle,  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  A  divise  la  base  BC  en 
deux  parties  égales  ;  donc  BD  est  égal  à  BC 
Cette  proposition  peut  encore  se  démontrer 
ainsi  :  si  BD  n'était  pas  égal  à  BC ,  faisant  tour- 
ner le  triangle  ABD  autour  de  AB ,  le  point 
D  tombera  quelque  part  en  BC  ou  sur  son  pro- 
longement, et  par  conséquent  AD  serait  plus 
court  ou  plus  long  que  ACf  ce  qui  est  contraire 
à  la  supposition. 

77.  Tous  les  points  I,  I',  I"  de  la  per- 
pendiculaire élevée  sur  le  milieu  de  la  droite 
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DC  sont  donc  également  éloignés  des  extrémi- 
tés de  cette  droite. 

78.  Un  point  tel  que  O,  situé  hors  de 
cette  perpendiculaire  ,  est  inégalement  éloigné 
des  deux  extrémités  D  et  C  ;  car ,  GO  prolongé 
rencontre  nécessairement  le  perpendiculaire 
eo  A,  et  le  triangle  ADC  étant  isoscèle  ,  l'angle 
ADC  est  égal  à  l'angle  ACD.  Or ,  l'angle 
ODC  est  plus  petit  que  l'angle  ABC,  par 
conséquent  plus  petit  que  l'angle  OCD  ;  donc 
dans  le  triangle  DOC ,  le  côte  OD  opposé  à 
l'angle  C  est  plus  grand  que  OC  opposé  à 
l'angle  ODC  (63). 

Ceci  peut  encore  se  prouver  ainsi  : 
On  a         OD+AO>AD  (69), 
ou  bien  OD-t-AO>AC. 
Par  conséquent 

OD >  ÀC  —  AO  ou  OD  >  OC. 

79.  Tous  les  points,  tels  que  I,  I',  I", 
également  éloignes  des  extrémités  Bel  C  de  la 
droite  CD ,  sont  situés  sur  une  même  droite, 
perpendiculaire  sur  le  milieu^  de  cette  droite, 
car  tout  point  hors  de  cette  perpendiculaire  est 
inégalement  éloigné  des  deux  extrémités,  etc.  ; 
cest  la  réciproque  de  la  proposition  (77). 

80.  L'oblique  AD  9plus  longue  que  V oblique 
t  est  plus  écartée  de  la  perpendiculaire  y 

car  en  faisant  tourner  le  triangle  ABE  autour 
<te  AB ,  la  ligne  BE  prendra  la  direction  de 
M),  et  AE/  moins  long  que  BD,  tombera 
nécessairement  entre  AD  et  la  perpendiculaire 
;  donc  Técartement  BE  est  plus  petit  que 

lecartement  BD. 

81.  (Fig.  16.)  La  proposition  76  peut  en- 
core s'énoncer  ainsi  :  deux  triangles  rectangles 
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qui  ont  un  côté  ABcommunet  deshypothènuses 
AD  ,  AC  ,  égales  ,  sont  égaux ,  ou  bien  deux 
triangles  rectangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont 
des  hypolhènuses  égales  et  un  côté  de  V angle 
droit  égal  chacun  à  chacun  ,  car  on  pourra 
toujours  placer  ces  triangles  de  manière  à 
avoir  un  côté  en  commun. 

82.  (  Fig.  16.)  Dans  tout  triangle  rectan- 
gle ABD ,  le  milieu  N  de  ïhypothénuse  est 
également  éloigné  des  trois  sommets  A,  B  ,  D  ; 
en  effet,  soit  menée  la  droite  BN,  elle  sera 
égale  à  DN  ;  si  elle  était  plus  petite  ,  l'angle  D 
serait  plus  petit  crue  l'angle  NBD(  63  ),  et  par 
la  même  raison  1  angle  NAB  serait  plus  petit 
que  l'angle  ABN  ;  donc  la  somme  des  deux  an- 
gles aigus  du  triangle  rectangle  serait  plus  pe- 
tite que  l'angle  droit  ABD  ,  ce  qui  est  impossi- 
ble* On  démontre  de  même  que  BN  ne  saurait 
être  plus  grand  que  DN  ;  donc,  etc.  Nous  dé- 
montrerons plus  bas  que  pour  chaque  triangle 
il  existe  un  point  également  éloigné  de  ses 
trois  sommets. 

Quadrilatère  9  parallélogramme. 

83.  (Fig.  17.)  On  appelle  quadrilatère , 
l'espace  fermé  ABCD  ,  que  forment  en  se  cou- 
pant les  quatre  droites  MBGN,PBAQ,  TADV, 
SDCR  ;  cette  figure  a  quatre  angles  intérieurs 
BAD,  ADC/DCB,  CBA,  et  des  angles 
extérieurs  DCN  ,  ADS  ,  etc.  ,  formés  par  un 
côté  et  le  prolongement  d'un  côté  adjacent. 
Dans  la Jîg.  17  ,  les  côtés  opposés  AB,  CD, 
se  coupent  sur  leurs  prolongemens  en  I;  il 
en  est  de  même  des  côtés  BC  et  AD,  tandis 
que  dans  le  quadrilatère  de  la  fig.  17  bis, 
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l'intersection  des  côtés  opposés  CD,  AB ,  tom- 
ne  sur  le  côté  AB  ,  entre  A  et  B.  On  donne  l'é- 
pilhète  de  convexe  au  quadrilatère  de  la 

Eremière  forme  ,  et  celle  de  concave  au  quadrj* 
itère  de  la  seconde  forme  ;  le  quadrilatère 
convexe  n'a  que  des  angles  s  ail  Lan  s ,  et  le 
quadrilatère  concave  a  un  angle  rentrant. 
ADC  plus  grand  que  deux  angles  droits , 
guatre  droites  BC  ,  CA  ,  AD  ,  DB  {fig.  17  ) 
forment  aussi  un  quadrilatère  convexe. 

H  y  a  une  troisième  forme  ;  savoir  le  qua- 
drilatère formé  paries  côtés  AB,  BD,  DC , 
CA.  {Fig.  17.) 

84.  {Fig.  17  et  17  bis.  )  On  appelle  diago- 
nale la  droite  BD  qui  joint  deux  sommets 
opposés  d'un  quadrilatère;  dans  tout  quadrila- 
tère, on  peut  mener  deux  diagonales  BD  et  AC. 

85.  [Figi*]  bis.  )  Dans  le  quadrilatère  ren- 
trant ,  la  somme  des  deux  côtés  enveloppant 
AB  et  BC  ,  est  plus  grande  que  la  somme  des 
côtés  enveloppes  ADefDC,  et  l'angle  ADC 
est  plus  grand  que  l'angle  ABC  ;  en  effet , 
soit  prolongé  CD  jusqu'en  I ,  l'on  a 

AI  +  ID>AD, 

et  par  conséquent  AI  +ID + CD  >  AD  +  CD, 
ou  AI  +  IC  >  AD  -|-  CD , 

on  démontrerait  de  même  que 

AB  +  BC>  AI  +  IC, 
donc  AB  -f-  BC  >  AD  +  CD. 

L'angle  extérieur  ADC  est  plus  grand  que 
l'intérieur  opposé  AID ,  et  ce  dernier  angle 
est  par  la  même  raison  plus  grand  que  l'an- 
ge 1BC  ;  donc  ADC  est  plus  grand  que  l'angle 
A&C  ;  plus  le  point  B  s'éloigne  de  D ,  plus 
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l'angle  B  devient  petit ,  et  plus  les  côtés  AB  , 
BC,  approchent  d'être  parallèles  (58)  :  c'est 
dans  ce  sens  que  Ton  dit  que  deux  droites 
parallèles  se  rencontrent  à  l'infini. 

86.  La  somme  des  quatre  angles  intérieurs 
d'un  quadrilatère  est  égale  à  quatre  angles 
droits  ;  en  effet ,  la  diagonale  BD  décompose  le 
quadrilatère  en  deux  triangles,  renfermant  six 
angles,  dont  la  somme  est  égale  à  quatre 
angles  droits  ;  mais  ces  six  angles  sont  égaux  aux 
quatre  angles  du  quadrilatère;  donc,  etc. 

Dans  le  quadrilatère  concave  (  17  bis)  l'angle 
intérieur  ADC  est  plus  grand  que  deux  angles 
droits. 

87.  Les  quatre  angles  intérieurs,  pris  avec 
leurs  adjacens  extérieurs,  valent  ensemble  huit 
angles  droits  ;  or,  les  angles  intérieurs  valant 
quatre  angles  droits  (81  ),  donc  les  angles  ex- 
térieurs DCN,  ADS,  BAT,  PBG,  valent  aussi 
quatre  angles  droits. 

88-  {Fig.  17.)  Il  suit  de  ce  qui  précède: 
i°  Un  quadrilatère  ne  peut  avoir  ses  quatre 
angles  tous  aigus  ou  tous  obtus; 

20  Un  quadrilatère  dont  la  somme  de  deux 
angles  est  égale  à  deux  angles  droits,  a  aussi 
la  somme  des  deux  autres  angles  éeale  à  deux 
angles  droits  ;  par  exemple ,  si  l'angle  intérieur 
A,  plus  l'angle  intérieur  opposé  C,  font  en- 
semble deux  angles  droits ,  la  somme  des  deux 
angles  B  et  D  vaudra  aussi  deux  angles  droits.  Si 
les  deux  angles  B  et  À  ,  situés  du  même  côté , 
valent  ensemble  deux  angles  droits ,  les  côtés 
AD  et  BC  sont  parallèles'  (5i  ) ,  et  le  quadri- 
latère prend  le  nom  de  trapèze  (Foirjig.  18); 
AB  et  CD  ne  sont  pas  parallèles. 
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Il  est  facile  de  démontrer  que  dans  tout 
quadrilatère  la  somme  des  quatre  côtés  est 
comprise  entre  la  somme  des  diagonales  et  le 
double  de  cette  somme. 

8g.  (Fig.  19.)  Un  parallélogramme  ABCD 
est  un  quadrilatère  dont  les  côtés  opposes  AB 
et  CD ,  JBC  et  AD  sont  parallèles* 

90.  La  diagonale  BD  divise  un  paral- 
lélogramme en  deux  triangles  égaux  ;  en  effet, 
à  cause  des  parallèles  BG ,  AD ,  les  angles  al- 
ternes-internes DBG,  BDA  sont  égau*;  il  en 
est  de  même  des  angles  ABD ,  BDC  ;  donc 
les  deux  triangles  BDC,  ABD  ayant  un  côté 
BD  en  commun ,  et  deux  angles  adjacens 
égaux,  sont  égaux;  par  conséquent,  dans  tout 
parallélogramme,  i°  les  côtés  opposés  BC  et 
AD;  fou  AB,  CD  sont  égaux  ;  i°  les  angles  opposés 
A,  C  sont  égaux.  Cette  proposition  s'énonce 
quelquefois  ainsi  :  les  parallèles  interceptées 
entre  parallèles ,  sont  égales. 

91  /Réciproquement,  un  quadrilatère  ABCD 
qui  a  les  côtes  opposés  égaux,  est  un  pa- 
rallélogramme, car  les  deux  triangles  AÊD, 
CBD,  ayant  alors  les  trois  côtés  égaux  chacun 
à  chacun,  sont  égaux;  les  angles  alternes-in- 
ternes DBC ,  BDA,  étant  égaux,  les  côtés  AD  et 
BC  sont  parallèles;  il  en  est  de  même  de  AB 
et  CD. 

9a.  Un  quadrilatère  qui  a  les  angles  opposés 
égaux,  est  un  parallélogramme;  les  quatre 
angles  valant  ensemble  quatre  angles  droits , 
il  suit  de  l'égalité  admise,  que  les  deux  angles 
situés  d'un  même  côté,  vaudront  ensemble  deux 
angles  droits  ;  donc ,  etc. 

93.  (Fig.  20.)  Un  parallélogramme  ne  peut 
avoir  un  angle  droit ,  sans  que  les  trois  autres 
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angles  ne  soient  droits  ;  dans  ce  cas ,  on  le  nomme 
parallélogramme  rectangle,  ou  simplement 
un  rectangle  ;  les  côtés  BA,  CD,  du  rectangle 
sont  les  plus  courtes  lignes  qu'on  puisse  mener 
entre  les  parallèles  ;  on  les  nomme  les  distances 
entre  les  parallèles  :  c'est  dans  ce  sens  qu'on 
dit  que  des  parallèles  sont  partout  également 
distantes. 

94.  {Fig.  ai.)  Un  parallélogramme  ne  peut 
avoir  deux  côtés  adjacens  égaux,  sans  avoir  ses 
quatre  côtés  égaux  entre  eux,  alors  on  le 
nomme  losange. 

95.  {Fig.  22.)  Un  carré  est  un  losange  rec- 
tangle 5  les  quatre  côtés  et  les  quatre  angles 
sont  égaux. 

96.  (Fig.  19.)  Les  deux  diagonales  d'un 
parallélogramme  se  coupent  mutuellement  en 
deux  parties  égales;  en  effet,  le  triangle  BOC 
est  égal  au  triangle  AOD,  car  BC  est  égal  à 
AD ,  et  les  deux  angles  adjacens  à  BC  sont  égaux 
aux  deux  angles  adjacens  à  AD  (52),  donc 
BO=OD  et  AO  =  OC  ;  et  réciproquement, 
lorsque  deux  diagonales  se  coupent  mu- 
tuellement en  deux  parties  égales ,  la  figure 
est  un  parallélogramme. 

97.  [Fig.  20.)  Dans  le  rectangle,  le  point 
d'intersection  0  est  à  égale  distance  des  quatre 
sommets  du  rectangle;  et  la  réciproque  a 
également  lieu. 

{Fig.  21.)  Dans  le  losange,  les  triangles  ad- 
jacens AOD ,  AOB,  ayant  les  côtés  égaux  cha- 
cun à  chacun ,  sont  égaux ,  et  par  conséquent 
l'angle  AOD  est  égal  à  son  adjacent  AOÛ  ;  et 
les  deux  diagonales  se  coupent  à  angles  droits; 
la  réciproque  a  lieu. 
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(Fig.  22.)  Bans  le  carré,  les  diagonales  se 
coupent  à  angles  droits,  et  leur  point  d'inter- 
section est  à  égale  distance  des  quatre  sommets 
du  carré  ;  la  réciproque  a  lieu. 

98.  Deux  droites  perpendiculaires ,  res- 
pectivement aux  côtés  d'un  angle  ,  ne  peuvent 
être  parallèles ,  et  ont  toujours  un  point  d'in- 
tersection ;  car,  si  elles  étaient  parallèles,  les 
côtés  de  l'angle  étant  perpendiculaires  à  ces 
parallèles ,  seraient  aussi  parallèles  on  dans  la 
même  direction ,  ce  qui  est  absurde. 

Les  deux  perpendiculaires  prolongées  for- 
ment ensemble  quatre  angles  égaux  respective- 
ment à  ceux  qui  sont  formés  par  les  côtes  pro- 
longés de  l'angle  donné. 

Polygones. 

99.  Nous  avons  examiné  jusqu'ici  des  figures 
formées  par  trois  lignes  droites,  le  triangle  ;  par 
quatre  lignes  droites,  le  quadrilatère;  nous 
allons  maintenant  considérer  des  figures  for- 
mées par  tant  de  lignes  droites  qu'on  voudra , 
ou  les  polygones:  on  donne  en  général  ce 
nom  à  des  surfaces  planes  fermées  de  toute 
part  par   des    lignes    droites.   Pour  distin- 
guer l'espèce  du  polygone ,  on  énonce  le  nombre 
des  côtés;  ainsi  on  dit  polygone  de  trente  côtés , 
de  quarante  côtés ,  etc.  ;  toutefois  ,  certains  po- 
lygones ont  des  noms  particuliers  qu'il  faut  con- 
naître; en  voici  la  nomenclature: 
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Polygone  de  3  côtés  se  nomme  triangle  et 

quelquefois  triJatère. 

Polygone  de  4  quadrilatère. 

Polygone  de  5  pentagone. 

Polygone  de  6  hexagone. 

Polygone  de   7  heptagone. 

Polygone  de  8  octogone. 

Polygone  de   9  enneagone. 

Polygone  de  10  décagone. 

Polygone  de  11  endécagone. 

Polygone  de  12  dodécagone. 

Polygone  de  i5  pcntédecagone. 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  n'examinerons  que 
les  polygones  convexes,  c'est-à-dire  qui  n'ont 
pas  d'angles  rentrans  (  83  ). 

Dans  un  polygone  convexe  un  côté  quelcon- 
que étant  prolongé  laisse  tous  les  sommets  du 
même  côté. 

100.  (Fig.tà.)  On  nomme  diagonale  du 
polygone,  une  droite  qui  va  du  sommet  d'un  an- 
gle  à  un  sommet  non  voisin  ;  dans  l'hexagone 
AnrrwT*^  jes  droites  AC ,  AD,  AF  sont  des 


diagonales;  de  chaque  sommet  on  peut  mener 
trois  diagonales  :  donc  dans  l'hexagone  on  peut 
6.3 

mener  -~  ou  9  diagonales  ;  dans  l'heptagone  on 

peut  en  mener      =  14  ,  et  en  général  dans 

un  polygone  d'un  nombre  n  de  côtés ,  on  peut 

n  (n  —  3) 
mener  '  diagonales, 

10 1.  {Fig.  23.  )  La  somme  des  angles  inté- 
rieurs d'un  polygone  est  égale  à  autant  de  fois 
deux  angles  droits  qu'il  a  de  côté,  moins  deux. 
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Soit  l'hexagone  ABGDEF  ;  on  peut  le  décom- 
poser en  quatre  triangles  ABC ,  ADC ,  ADE , 
AEF,  dont  les  douze  angles  valent ,  pris  en- 
semble, huit  angles  droits;  or  ,  ces  douze  an- 
gles forment  les  six  angles  du  polygone,  donc 
dans  l'hexagone  la  somme  des  angles  intérieurs 
vaut  huit  angles  droits,  ou  6  —  2  fois  deux  an- 
gles droits.  Il  est  aisé  de  voir  que  dans  l'hepta- 
gone on  formerait  ainsi  5  triangles  ,  et  par  con- 
séquent la  somme  des  angles  est  égale  à  7  —  2 
fois  ou  à  5  fois  deux  angles  droits  ,  à  10  an* 
gles  droits;  et ,  en  général,  dans  un  polygone 
d'un  nombre  n  de  côtés,  la  somme  des  an- 
gles est  égale  an —  2  fois  deux  angles  droits  ou 
a  m — 4ans'es  droits.  Ainsi,  un  hexagone  ne 
peut  avoir  tousses  angles  à  la  fois  plus  petits  ou 
plus  grands  que  f  ou  ■§  d'angle  droit  ;  l'hepta- 
gone ne  saurait  avoir  tous  ses  angles  à  la  fois 
plus  petits  ou  plus  grands  que  ~  d'angle 
droit  ;  et ,  en  général  ,  un  polygone  ae  ti  côtés 
ne  peut  avoir  chacun  de  ses  angles  plus  petit  ou 

plus  grand  que  2/*^  ^  d'angle  droit. 

102.  On  nomme  polygone  èquiangle  celui 
dont  tous  les  angles  sont  égaux  :  ainsi  le  trian- 
gle équilatéraf,  le  quadrilatère  rectangle , 
offrent  r exemple  de  polygones  équi angles  ;  dans 
le  polygone  èquiangle  d'un  nombre  nde  côtés  , 

2  n  i\ 

chaque  angle  est  donc  égal  à    d'angle 

n 

droit.  A  l'aide  de  cette  formule  ,  on  a  calculé 
le  tableau  qui  suit  : 
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Valeur  de  l'angle  intérieur 
en  parties        on  parties 
d'angle  droit.  circulaires. 


3 


1 
i 

a 


5 

*  I 
a 


6o». 
go0. 
io8°. 

120°. 

2a3»34'i7"f. 

i35°. 

i4o°. 

i44°. 

147',6'a,"^ 
i5o°. 


Triangle   équiangle  ou 

équilatéraî  

Quadrilatère  rectangle.  . 
Pentagone  équiangle.  .  . 

Hexagone,  ici  

Heptagone ,  id  

Octogone ,  id  

Ennéagone ,  id  

Décagone ,  id  

Endécagone  

Dodécagone ,  id  

(Voir  pour  la  seconde  colonne  n°  i54*  ) 

On  voit  que  la  grandeur  de  l'angle  intérieur 
augmente  avec  le  nombre  des  côtés,  elle  appro- 
che de  plus  en  plus  d  être  égale  à  deux  angles 
droits,  mais  ne  peut  jamais  atteindre  cette 
valeur  ;  ainsi,  deux  angles  droits  sont  une  limite 
vers  laquelle  tend  l'angle  intérieur  des  poly- 
gones équiangles,  elle  peut  en  différer  moins 
qu'aucune  quantité  donnée  ;  c'est  ce  qu'on  peut 
conclure  directement  de  l'expression  générale 
de  cet  angle;  en  effet, 

n  n 

Or ,  à  mesure  que  n  augmente ,  la  partie  sous- 

4    '  . 

tractive  -diminue ,  et  par  conséquent  l'angle 

diffère  de  moins  en  moins  de  deux  angles 
droits. 

io3.  {Fig.  a3.)  Dans  l'hexagone  ABCDEF, 
en  ajoutant  chaque  angle  intérieur,  tel  qucFAB 


2  71 
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avec  son  adjacent  extérieur  BAO,  on  obtient 
douze  angles  dont  la  somme  vaut  évidemment 
douze  angles  droits;  or,  la  somme  des  six  an- 
gles intérieurs  vaut  huit  angles  droits  (101)  : 
donc  la  somme  des  six  angles  extérieurs  vaut 
quatre  angles  droits. 

En  faisant  le  même  calcul  pour  un  autre  po- 
lygone ,  on  trouvera  encore  que  la  somme  des 
angles  extérieurs  ne  dépend  pas  du  nombre 
des  côlés  ,  et  est  constamment  égale  à  quatre 
angles  droits;  soit  n  le  nombre  des  côtes;  les 
angles  intérieurs,  plus  les  angles  extérieurs  ad- 
jacens,  valent  2  n  angles  droits;  or  9les  angles 
intérieurs  ,  pris  ensemble,  valent  2  n — 4ang'es 
droits;  il  faut  donc  que  les  angles  extérieurs 
fassent  ensemble  quatre  angles  droits, 

104.  [Fig-  23.)  Supposons  qu'ayant  fixé  l'ex- 
trémité d'un  fil  en  À,  on  l'enveloppe  autour  du 
polygone.  La  première  direction  étant  suivant 
ABP;  il  change  de  direction  en  B  pour  s'ap- 
pliquer sur  le  côté  BC,  et  ce  changement  cle 
direction  est  mesuré  par  l'angle  extérieur  PBC. 
En  G  ,  il  y  a  un  nouveau  changement  de  direc- 
tion ,  indiqué  par  l'angle  QCD  ;  et  quand  le  fil 
sera  de  nouveau  en  AB,  il  aura  changé  six 
fois  de  direction.  Quel  que  soit  le  nombre  des 
côtés  du  polygone,  la  somme  de  tous  les  chan- 
gemensde  direction  sera  constamment  la  même, 
et  égale  à  quatre  angles  droits;  il  en  est  de 
même  si  un  mobile  parcourt  les  côtés  du  poly- 
gone ;  quand  il  reviendra  derechef  au  même 
côté ,  tous  les  changemens  de  direction  équi- 
vaudront à  quatre  angles  droits. 

io5.  On  nomme  périmètre  d'un  polygone 
une  droite  équivalente  en  longueur  au  con- 
tour ou  à  la  somme  de  tous  les  côtés  du  po- 
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lygoné;  ainsi,  un  fil  enveloppé  autour  d'un  ' 
polygone,  étant  développé  en  ligne  droite  , 
donne  le  périmètre  du  polygone  ;  lorsque  Pu- 
nité  de  mesure  est  le  mètre,  le  périmètre 
s'exprime  en  unités  métriques  Quoique  les  • 
deux  mots  contour  et  périmètre  n'expriment 
pas  la  même  idée,  puisque  l'un  est  la  mesure 
de  l'autre ,  l'usage  les  a  rendus  synonymes.  | 

106.  Il  est  facile  de  démontrer  que ,  i°  dans 
tout  polygone ,  chaque  côté  est  plus  petit  que 
la  somme  de  tous  les  autres  côtés  ;  2°  que  lors- 
qu'un polygone  enveloppe  de  toute  .part  un 
autre  polygone ,  le  périmètre  du  polygone  en- 
veloppant est  plus  grand  que  le  périmètre 
du  polygone  enveloppé  (85)  ;  3°  le  périmètre  est 
plus  grand  que  le  double  d'une  diagonale. 

107.  {Fig.  24.)  On  nomme  ligne  brisée  une 
portion  de  polygone  ABCD,  composée  de  li- 
gnes droites  ;  lorsque  deux  lignes  brisées  sont 
telles  que  ABCD,  AEFD,  dont  l'une  enveloppe 
l'autre ,  l'extérieure  est  plus  longue  que  1  inté- 
rieure, et  chacune  est  plus  longue  que  la  droite 
AD;  par  conséquent,  la  droite  qui  réunit 
deux  points  est  plus  courte  que  toute  ligne 
brisée  qui  aboutit  à  ces  mêmes  points . 

Lignes  courbes ,  circonférence. 
108  On  nomme  ligne  courbe  ou  simple- 
ment une  courbe,  toute  ligne  qui  ri  est  m 
droite,  ni  composée  de  lignes  droites;  de 
sorte  qu'en  réunissant  par  une  droite  deux 
points  quelconques  d'une  courbe,  cette  droite 
ne  peut  taire  partie  de  la  courbe.  Le  seul 
mouvement  imprimé  par  la  main  peut  taire 
tracer  à  la  plume  des  courbes  dont  les  formes 
varient  à  finfini  ;  il  existe  donc  une  infinité 
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de  courbes  diverses  :  nous  n'examinerons  d'a- 
bord que  les  courbes  décrites  sur  un  même 
plan;  et,  parmi  celles-ci,  la  plus  simple  de 
toutes,  ou  la  circonférence, 

109.  (  Fig.  a5.  )  On  donne  le  nom  de  rir- 
confèrence  à  une  ligne  plane  ABCDE,  dont 
tous  les  points  sont  également  éloignés  d'un 
même  point  O  appelé  centre  ;  on  décrit  la  cir- 
conférence à  l'aide  du  compas,  instrument 
connu  ;  l'extrémité  d'une  branche  étant  posée 
en  0,  l'extrémité  de  l'autre  branche  décrit, 
en  tournant ,  la  circonférence. 

110.  (Fig.  25  )  Les  rayons  0Af  OB,  etc., 
sont  des  droites  qui  vont  du  centre  à  la  cir* 
conférence  }  il  est  évident  que  tous  les  rayons 
sont  égaux  entre  eux. 

m.  On  ne  peut  trouver,  sur  une  circon- 
férence, trois  points  en  ligne  droite;  car  du 
centre  on  pourrait  mdner  à  cette  droite  trois 
rayons  égaux  ,  ce  qui  est  impossible  (74) }  donc 
la  circonférence  est  une  ligne  courbe  (  108  )f 
et  une  droite  ne  peut  la  rencontrer  en  plus  de 
deux  points. 

1 1*2.  Le  cercle  est  l'étendue  superficielle 
renfermée  pàr  la  circonférence  ;  ainsi  celle-çi 
est  une  ligne ,  èt  celui-là  une  surface  :  cepen- 
dant l'usage  s'est  introduit  de  dire  quelquefois 
cercle  au  lieu  de  circonféretoce  du  cercle. 

■ 

11 3.  (  Fig.  a5.  )  Le  diamètre  est  une  droite 
passant  par  le  centre  et  terminée  de 
part  et  d'autre  à  la  circonférence;  un  diamètre 
étant  formé  par  deux  rayons,  il  s'ensuit  que 
bus  les  diamètres  sont  égaux  {1 10). 

M 4-  (Fig.  25.)  La  corde  AB  est  une 
droite  qui  réunit  deux  points  de  la  circopfé- 
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rence;  la  corde  AB  étant  plus  courte  que  la 
somme  des  deux  rayons  OA  ,  OB,  qui  aboutis- 
sent à  ses  extrémités ,  il  s'ensuit  que  toute  corde 
est  plus  petite  qui  un  diamètre  (n3);  or,  le 
diamètre  étant  une  corde  passant  par  le  centre, 
il  s'ensuit  que  le  diamètre  est  la  plus  grande 
des  cordes  qu'on  puisse  mener  dans  une  cir- 
conférence; les  deux  points  A  et  K ,  extrémités 
d'un  diamètre ,  sont  dits  diamétralement  op- 
poses. 

n5.  {Fig.  25.)  D'un  point  I,  pris  dans  l'in- 
térieur du  cercle,  le  plus  court  chemin  pour 
aller  à  la  circonférence  est  IA,  et  le  plus 
long  est  IK,  sur  le  diamètre  qui  passe  sur  le 
point  I  ;  en  effet ,  soit  1B  une  droite  quelcon- 
que, on  aura 

OI+OB>IB,- 
or  01  +  OB=OI+ OK=IK, 

donc  IB<IK  ; 

de  même  OI+IB>OB; 
or  OB=OA=OI+AI, 
d'où  OI  +  IB>OI+AI, 

donc  IB>AI. 

1 16.  {Fig.  25.)  Le  diamètre  AK partage  la 
circonférence  et  le  cercle  en  deux  parties  éga- 
les ;  car  en  pliant  la  figure  de  manière  que  le  pli 
se  fasse  suivant  le  diamètre  AK,  tous  les  points 
de  la  partie  ABK  tomberont  sur  les  points 
de  la  partie  AEK;  sans  cela, -la  circonférence 
aurait  des  points  inégalement  éloignés  du 
centre,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition 
de  cette  ligne  (109);  ABK,  ALK,  étant  cha- 
cune la  moitié  de  la  circonférence,  on  leur 
a  donné  le  nom  de  demi-cir conférences. 

117.  [Fig.  25.)  Une  portion  AMR  de  la 
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circonférence  se  nomme  arc,  mot  emprunté  à 
larme  de  jet  de  ce  nom  ;  ce  qui  a  donné  lieu 
aussi  à  la  dénomination  de  corde  (n4);  on 
dit  que  la  corde  AB  tend,  ou,  ce  qui  est 
usité  en  géométrie,  sous-tend  l'arc;  quelque- 
fois on  dit  la  sous- tendante  pour  la  corde.  On 
voit  qu'une  même  corde  AB  sous-tend  à  la 
fois  deux  arcs  :  un  arc  AMB,  plus  petit  qu'une 
demi-circonférence,  et  un  arc  ALKGB  plus 
grand  qu'une  demi-circonférence. 

11 8.  Deux  arcs  AMB,  ANE  sont  égaux, 
lorsque  étant  appliqués  l'un  sur  l'autre  ils  se 
recouvrent  ;  deux  arcs  égaux  AMB,  ANE  sont 
sous- tendus  par  des  cordes  égales;  car  en  po- 
sant un  arc  sur  l'autre ,  ils  ont  mêmes  extré- 
mités, qui  sont  aussi  celles  des  cordes. 

119.  Réciproque.  Les  cordes  égales  AU, 
AB,  sous-  tendent  des  arcs  égaux  de  même  es- 
pèce, tous  deux  plus  petits  on  tous  deux  plus 
grands  que  la  demi-circonférence;  menant  les 
rayons  ÔB,  OE,  les  deux  triangles  AOE,  AOB, 
ayant  les  trois  côtés  égaux ,  sont  égaux  ;  pliant 
la  figure  suivant  le  diamètre  AK,  jusqu'à  ce 
<jue  la  demi-circonférence  AMBK  recouvre 
1  autre  demi-circonférence,  le  triangle  AOB 
couvrira  son  égal  AOE ,  le  point  B  sera  sur  le 
point  E  ,  et  tous  les  points  de  l'arc  AMB  seront 
placés  sur  ceux  de  l'arc  ANE,  par  conséquent 
ils  sont  égaux  :  la  démonstration  reste  la  même 
lorsque  les  deux  cordes  égales  n'ont  pas  une 
extrémité  A  en  commun. 

1 20.  Deux  angles  égaux  AOE,  AOB,  ayant 
leurs  sommets  au  centre  O ,  interceptent  sur 
la  circonférence  des  arcs  ANE ,  AMIl  égaux  ; 
car  les  triangles  AOE,  AOB,  sont  égaux, 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  ; 

4* 
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donc  les  côtés  ou  cordes  AE  et  AB  sont  égales , 
et  les  arcs  sous-tendus  seront  égaux  (119). 

I  a  1 .  Réciproque.  Les  arcs  égaux  repondent 
à  des  angles  au  centre  égaux,  car  alors  les 
cordes  sont  égales  (  1 1 8)  ;  et  les  triangles  ayant 
les  trois  côtés  égaux  sont  égaux. 

L'arc  A  EL  étant  plus  grand  que 
[arc  AE ,  et  touâ  deux  puis  petits  que  la 
demi-circotiférence,  la  corde  AL  est  plus 
longue  que  la  corde  AE;  car  menarit  les 
rayons  OA,  OE,  OL*  l'angle  AOL  étant 
plus  grand  que  l'angle  AOE  ,  les  deux  triangles 
AOL,  AOB  ,  ont  deux  côtés  égaux  chacun  à 
chacun ,  et  les  angles  compris  inégaux  ;  donc  le 
côté  AL  est  plus  grand  que  le  coté  AE  (70). 
Si  les  deux  arcs  sont  tous  deux  plus  grands 
que  la  demi-circonférence ,  Tare  le  plus  grand 
est  sous-tendu  par  la  plus  petite  corde;  la 
proposition  cesse  d'avoir  lien  si  l'un  des  arcs 
est  plus  petit  et  l'autre  plus  grand  que  U 
demi -circonférence. 

Et  réciproquement  de  deux  cordes  inégale*, 
la  plus  longue  sous-tend  le  plus  grand  arc. 

1^3.  Le  milieu  M  du  petit  arcAJB,  le  mi- 
lieu P  de  la  corde ,  le  centre  O ,  le  milieu 
D  du  grand  arc  ADB ,  sont  quatre  points 
situés  sur  un  même  diamètre  perpendiculaire 
à  la  corde;  car  l'arc  AM  étant  égal  à  l'arc 
MB,  les  cordes  AM  et  MB  sont  égaies  (1 18)5 
le  point  M  est  donc  également  éloigné  des 
deux  points  A  et  B  ;  il  en  est  de  même  du 
point  D  ;  donc  les  quatre  points  étant  égale- 
ment éloignés  des  extrémités  de  la  corde  ÂB, 
sont  situés  sur  une  même  droite  ;  donc,  etc. 

II  suffit  ainsi  de  connaître  deux  de  ces 
points  pour  avoir  la  direction  de  la  droite 
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sur  laquelle  se  trouvent  les  deux  autres  points. 
Et  il  suit  de  là  que  toutes  les  cordes  paral- 
lèles ont  leurs  points  milieux  situés  sur  un 
même  diamètre  perpendiculaire  à  ces  cordes , 
et  toute  perpendiculaire  sur  le  milieu  à! une 
corde  est  un  diamètre. 

i  a4»  kes  deux  cordes  AB,  AE,  étant  égales , 
w  on  abaisse  le»  perpendiculaires  OP ,  OQ , 
on  ftura  deux  triangles  rectangles  AOP  et 
AOQ  qui  sont  égaux;  car  AQ,  moitié  de 
AE  ,  est  égal  à  AP  moitié  de  AB ,  et  l'hypo- 
thé ç use  AO  est  commune  (81);  donc  OQ=OP  ; 
aiô&i  le  centre  est  également  distant  des  cordes 
égales  (7  3).  Cette  proposition  s'énonce  ordinaire* 
ment  de  cette  maniera  :  les  cordes  égales  sont 
également  distantes  du  centre. 

il5.  Deux  cordes  également  distantes  du 
centre  sont  égales;  car  alors  on  a  OP  =  OQ  ; 
les  deux  triangles  rectangles  sont  donc  égaux 
(81),  et  par  conséquent  AP,  moitié  de  AB , 
est  égal  à  AQ  moitié  de  AE  ;  donc  AB  —  AE. 

*a6.  {Fig.  25.)  La  perpendiculaire  OQ  sur 
AE  est  une  oblique  à  l'égard  de  la  corde  plus 
longue  AL 5  soit  R  le  point  d'intersection, 
pied  de  l'obliaue  OR  ;  or  OQ  est  plus  grand 
que  OR  ,  et  1  oblique  OR  est  plus  longue  que 
la  perpendiculaire  qu'on  abaisserait  de  O  sur 
AL  ;  donc  le  centre  est  plus  près  de  la  grande 
corde  AL  que  de  la  moindre  AE.  Ainsi ,  de 
deux  cordes  inégales ,  la  plus  petite  est  la 
plus  éloignée  du  centre  ,  et  réciproquement 
de  deux  cordes  inégalement  distantes  du 
centre  ,  la  plus  éloignée  est  la  plus  courte. 

De  là  on  conclut  que  de  toutes  les  cordes 
<jui  passent  par  un  point  situé  dans  l'intérieur 
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du  cercle,  la  plus  courte  est  celle  qui  est 
perpendiculaire  au  diamètre. 

Observation.  Nous  ne  démontrerons  plus 
les  réciproques ,  lorsque,  comme  dans  le  cas 
actuel,  elles  sont  des  conséquences  immé- 
diates des  propositions  directes. 

127.  Une  droite  SDV  perpendiculaire  en 
D  à  V  extrémité  d'un  rayon  OD  ,  ri  a  que 
ce  point  en  commun  avec  la  circonférence  / 
car  tout  autre  point  T ,  pris  sur  cette  droite  , 
est  plus  éloigne  du  centre  que  le  point  D  (72) , 
il  est  donc  hors  de  la  circonférence.  Une 
droite  qui,  passant  par  F  extrémité  d'un 
rayon  ,  ne  lui  est  pas  perpendiculaire ,  entre 
dans  la  circonférence,  et  étant  suffisamment 
prolongée,  la  coupera  en  un  second  point  ; 
car  le  rayon  étant  oblique  à  l'égard  de  la 
droite,  si  du  centre  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  cette  droite  ,  elle  sera  plus  courte 
que  le  rayon  (72),  le  pied  de  la  perpendiculaire 
est  donc  plus  près  du  centre  que  l'extrémité  du 
rayon  :  la  droite  a  donc  un  point  dans  Tinté- 
rieur  du  cercle;  donc,  etc.  Par  conséquent 
toute  droite  qui  n'a  qu'un  point  de  commun 
açec  le  cercle  est  nécessairement  perpendicu- 
laire au  rayon  qui  passe  ce  point. 

128.  On  nomme  tangente  au  cercle  une 
droite  SDV,  qui  n'a  qu'un  point  de  commun 
avec  le  cercle  ;  et  le  point  commun  se  nomme 
point  de  contact.  On  a  donné  aussi  quelque- 
fois à  la  tangente  le  nom  de  touchante  ;  la 
perpendiculaire  à  la  tangente  élevée  sur  le 
point  de  contact  se  nomme  aussi  normale  ; 
ainsi,  dans  le  cercle,  tous  les  rayons  sont 
des  lignes  normales. 

On  nomme  sécante  une  droite  qui  a  deux 
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points  en  commun  avec  le  cercle  ;  on  dit  alors 
que  la  sécante  coupe  le  cercle,  et  les  points 
communs  se  nomment  points  d  intersection. 
Ainsi,  une  sécante  est  une  corde  prolongée. 

Deux  circonférences. 

129.  Deux  cercles  de  centres  diffèrens  et 
de  même  rayon  sont  évidemment  égaux  ;  et 
les  propositions  116  jusqu'à  is&5  sont  aussi 
applicables  à  deux  cercles  égaux  ;  par  exemple , 
deux  arcs  égaux  dans  deux  cercles  égaux  sont 
sous-tendus  par  des  cordes  égales  ;  et  ainsi 
des  autres;  les  moyens  de  démonstration  res- 
tent les  mêmes, 

130.  Les  circonférences  sont  concentriques , 
lorsqu'elles  sont  décrites  du  même  centre  ,  avec 
des  rayons  diftérens;  il  est  évident  que  des  cir- 
conférences concentriques  ne  peuvent  avoir 
aucun  point  en  commun. 

1 3 1  •  (  Fig.  26.  )  Lorsque  deux  circonférences 
ont  deux  points  en  commun ,  la  droite  qui 
joint  les  deux  centres  est  perpendiculaire  sur 
le  milieu  de  la  corde  qui  joint  les  points 
en  commun;  caries  deux  centres  sont  des 
points  également  éloignés  des  extrémités  de 
cette  corde  (79). 

132.  Deux  circonférences  ne.  peuvent  se 
couper  en  plus  de  deux  points  ;  supposons  qu'il 
y  en  ait  trois  ;  en  les  réunissant  par  des  droites , 
on  aura  trois  cordes  formant  un  triangle, 
et  il  faudra  donc  que  la  ligne  des  centres  soit 
perpendiculaire  à  la  fois  sur  les  trois  côtés  de  ce 
triangle  (  i3i  ) ,  ce  qui  est  absurde  ;  donc ,  etc. 

133.  (  Fig.  26.)  Lorsque  deux  circonfé- 
rences se  coupent  en  deux  points ,  la  somme 
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des  deux  rayons  est  plus  grande  que  la 
distance  des  centres  ;  car  de  chaque  centre  on 
peut  mener  un  rayon  à  un  même  point  d'in- 
tersection ;  les  deux  rayons  et  la  distance  des 
centres  forment  un  triangle  ;  donc,  etc.  (69)  ;  la 
droite  qui  joint  les  points  d'intersection  peut 
couper  la  ligne  des  centres  entre  les  deux  cen- 
tres ,  ou  bien  les  laisser  du  même  côté. 

i34-  (  Fig.  27.)  Lorsque  la  somme  des 
rayons  est  égale  à  la  distance  des  centre* ,  les 
circonférences  n'ont  qu'un  seul  point  en  com- 
mun 9  situé  sur  la  ligne  des  centres  et  entre  les 
deux  centres;  car  s'il  y  avait  encore  un  point 
de  commun  ,  on  pourrait  former  un  triangle 
où  la  somme  des  deux  côtés  serait  égale  au 
troisième,  ce  qui  est  absurde;  donc,  etc. 

[Fig.  27.)  Dans  ce  cas  ,  on  dit  que  les  deux 
cercles  A  et  B  se  touchent  extérieurement  ;  le 
point  de  contact  O  est  alors  entre  les  deux  cen- 
tres A  et  B. 

Lorsque  la  différence  AC  des  deux  rayons  est 
égale  à  la  distance  des  centres ,  on  démontre  de 
même  que  les  cercles  n'ont  qu'un  point  O  en 
commun ,  et  les  cercles  se  touchent  inté- 
rieurement. 

i35.  (Fig.  26.)  Si  le  point  K  commun  à 
deux  circonférences  n'est  pas  sur  la  ligne  des 
centres  AB ,  il  existera  encore  un  second 
point  L  commun  aux  deux  circonférence»;  en 
effet ,  du  point  K  situé  hors  de  la  ligne  AB , 
on  peut  imaginer  une  perpendiculaire  Kl  sur 
cette  droite;  cette  perpendiculaire  prolongée 
coupera  ,  de  nouveau,  la  circonférence  A  en  un 
point  L  5  or,  comme  Ton  a  KI=IL  (it23),  on  au- 
ra doncBL  =  BK;  le  point  L  appartient  donc 
à  la  circonférence  B  ;  il  est  donc  commun  aux 
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deux  circonférences  ;  par  conséquent ,  toutes 
les  fois  que  deux  circonférences  se  touchent; 
le  point  de  contact  est  nécessairement  sur  la 
ligne  qui  réunit  les  centres. 

i36.  (  jFYgr-  ^7-  )  La  tangente  SOV,  qui  passe 
par  le  poin  t  de  contact  O ,  est  commune  à 
tous  les  cercles  qui  se  touchent  en  O  ,  et  tous 
ces  cercles  ont  leurs  centre*  sur  la  même  droite 
ACOB  ;  ainsi  entre  une  circonférence  et  sa  tan- 
gente ,  on  peut  mener  une  infinité  d'autres 
circonférences  ayant  toutes  la  même  tangente. 

Plus  les  centres  des  cercles  s'éloignent  du 
point  de  contact,  plus  les  circonférences  se  rap- 
prochent de  la  tangente  ,  et  plus  il  est  difficile 
de  distinguer  à  l'endroit  du  contact,  la  tangente 
de  sa  circonférence  ;  de  sorte  que  lorsque 
le  rayon  est  très-grand,  il  faut  avoir  un  grand 
arcpourque  sa  courbure  devienne  sensible.  De 
deux  circonférences ,  celle  qui  a  le  plus  grand 
rayon  a  moins  de  courbure  ,  est  plus  près  de  la 
rectitude  que  celle  d'un  rayon  moindre.  C'est 
ce  qui  a  fait  dire  que  les  courbures  des  cir- 
conférences sont  en  raison  inverse  des  rayons. 

Un  fil  élastique  devant  être  appliqué  sur 
une  circonférence ,  il  faudra  un  effort  d'autant 
plus  grand  ,  que  le  rayon  sera  plus  petit. 

137.  Deux  circonférences  n'ont  aucun  point 
en  commun  ,  lorsque  la  distance  des  centres  est 
plus  grande  que  la  somme  des  deux  rayons , 
ou  lorsque  cette  distance  est  plus  petite  que 
la  différence  des  deux  rayons;  dans  le  premier 
cas,  les  circonférences  sont  hors  l'une  de  l'autre 5 
et  dans  le  deuxième  cas ,  une  circouférence 
entoure  l'autre. 

138.  Soit,  pour  résumer,  R  et  ries  deux 
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rayons,  etD  la  distance  de  deux  centres;  on 
aura , 

et  R > r ;  le  signe >  n'excluant  pas  légalité. 

i°  SiR-|-r  =  D,  les  deux  circonférences  se 
touchent  extérieurement. 

2°  Si  R  —  r  —  D ,  les  deux  circonférences  se 
touchent  intérieurement. 

3°  Si  R  +  r<dJ),  les  deux  circonférences 
sont  hors  Tune  de  l'autre. 

4°  Si  R  —  r  >  D ,  les  deux  circonférences 
s'entourent  Tune  l'autre. 

(  Note  2.  ) 

Mesure  des  angles  rapportée  au  cercle. 

i3<).  (Fig.  28.)  Deux  diamètres  perpen- 
diculaires AOB  ,  COD ,  divisent  la  circonfé- 
rence et  le  cercle  en  quatre  parties  égales;  car 
les  quatre  arcs  AMC ,  CNB  ,  BPD  ,  DQ  A  , 
sont  sous-tendus  par  des  cordes  ÀG ,  CB, 
BD  ,  DA  ,  qui  sont  égales  comme  obliques, 
s'écartant  également  du  pied  0  de  la  perpen- 
diculaire ;  ainsi  tout  angle  droit  intercepte  , 
entre  ses  côtés  ,  le  quart  de  la  circonférence 
décrite  avec  un  rayon  quelconque  du  sommet 
comme  centre. 

Quelquefois  on  donne  le  nom  de  cadran  au 
quart  de  la  circonférence. 
v  i4o.  Nous  avons  vu  (28)  que  tous  les  an- 
gles pouvaient  être  rapportés  à  l'angle  droit. 
Or  il  existe  le  même  rapport  entre  u  n  angle  quel- 
conque BON  et  l'angle  droit  BOC  ,  qu'en- 
tre les  arcs  BN  ,  BNC  ,  interceptés  entre  les 
côtés  de  ces  angles  et  décrits  du  même  rayon. 
En  effet ,  soit  "d'abord  l'angle  BON  contenu 
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un  nombre  entier  de  fois  dans  l'angle  droit ,  par 
exemple,  trois  fois;  les  trois  angles  BON,  NOR, 
ROC,  étant  égaux,  les  arcs  interceptés  BN,  NR, 
fiC,  sont  égaux  (120.)  BN  est  donc  le  tiers  du 
cadran  ;  donc  l'angle  BON  est  contenu  dans 
l'angle  droit  autant  de  fois  que  Tare  BN  est 
contenu  dans  le  cadran  ;  si  le  rapport  entre  les 
angles  est  exprimé  par  un  nombre  fractionnaire, 
le  rapport  entre  les  arcs  est  exprimé  par  le  mê- 
me nombre  ;  soit,  par  exemple,  l'angle  BON  les| 
de  l'angle  droit  ;  on  peut  concevoir  l'angle  BON 
et  l'arc  BN  divisés  en  quatre  parties  égales  ; 
le  quart  d'angle  sera  contenu  7  lois  dans  l'angle 
droit;  donc  Te  quart  d'arc  sera  aussi  contenu 
7  ibis  dans  le  cadran  ;  donc  l'arc  entier  sera  les  ~ 
du  cadran.  Ce  raisonnement  ne  dépend  pas  des 
propriétés  des  nombres  4  et  7  que  l'on  a  choisis 
pour  exemple;  donc,  en  général,  quel  que 
soit  le  rapport  numérique  entre  un  angle  et 
l'angle  droit ,  ce  même  rapport  existe  entre  les 
arcs  décrits  du  sommet  comme  centre  et  du 
même  rayon.  On  peut  donc  former  une  pro- 
portion entre  les  angles  et  leurs  arcs;  et  dire, 
un  angle  est  à  l'angle  droit,  comme  l'arc  in- 
tercepté entre  les  côtés  de  l'angle  est  à  celui 
qu'interceptent  les  côtés  de  l'angle  droit,  les 
deux  arcs  étant  décrits  des  sommets  comme 
centres  et  avec  le  même  rayon. 

1^1.  Cette  proportion  existe  lors  même  que 
les  rapports  ne  sont  pas  susceptibles  d'être 
exprimes  par  un  nombre  limité  de  chiffres.  Si, 
par  exemple,  l'angle  droit  étant  toujours  l'u- 
nité, on  avait  un  angle  BON  représenté  par 
ta  moitié  de  la  racine  carrée  de  2  ou  ~  \/  sa  ; 
cette  fraction  est  comprise  en  extrayant  la  ra- 
cine carrée. 
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Entre  et 
Entre  ^  et  1VS. 
Entre  ^et^. 

Entre  7071  pt  7072 
J-4Utl c  10000  C|'  1000a" 

La  différence  entre  les  ires  limites  est  de 
La  différence  entre  les  2es  limites  est  de-Hr-. 
La  différence  entre  les  3es  limites  est  de  7— 
La  différence  entre  les  4iS  limites  est  de  Tïhrt* 
En  continuant  l'opération ,  on  ne  parviendra 
jamais  à  trouver  exactement  en  nombre  la 
valeur  de  la  fraction;  mais  les  limites  entre 
lesquelles  celte  valeur  se  trouve  différeront 
de  moins  en  moins,  et  cette  différence  peut 
devenir  plus  petite  qu'aucune  quantité  donnée  j 
or,  je  dis  que  les  mêmes  limites  qui  renfer- 
ment le  rapport  de  l'angle  BON  à  l'angle 
droit,  renferment  aussi  le  rapport  de  Tare 
BN  au  cadran.  Eu  effet,  soit  BOK  l'angle  7^ 
plus  petit  que  BON ,  et  BOI  l'angle  ^  plus 
grand  que  JBON  ,  on  aura  BK  plus  petit,  et 
l'arc  Bl  plus  grand  que  l'arc  BN;  donc  cet 
arc  est  compris  entre  ^  et  -£7  du  cadran ,  et 
il  en  est  de  même  des  autres  limites  plus 
rapprochées;  par  conséquent,  les  deux  rap- 
ports inco  i  uiensurabies  de  l'angle  BON  et 
l'angle  droit,  ainsi  que  celui  entre  l'arc  BN  au 
cadran,  sont  renfermés  entre  les  mêmes  li- 
mites; la  différence  de  ces  deux  rapports,  si 
elle  existe,  doit  être  plus  petite  que  la  diffé- 
rence entre  les  limites  :  or,  cette  dernière  diffé- 
rence peut  devenir  plus  petite  qu'aucune  quan- 
tité donnée ,  donc  la  différence  entre  les  deux 
rapport»  doit  aussi  être  plus  petite  qu'aucune 
quantité  assignable,  ou  autrement  cette  dif- 
térence doit  être  nulle  et  les  rapports  être 
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égaux;  donc  la  proportionnalité  entre  les  an- 
gles et  les  arcs  décrits  du  sommet  comme 
centre  existe,  lors  même  que  les  rapports 
sont  incommensurables.  On  voit  que  les  mêmes 
raisonnemens  et  les  mêmes  conclusions  sub- 
sistent, cjuelle  que  soit  l'espèce  d'incommen- 
surabilité ,  qu'elle  soit  exprimée  par  des  extrac- 
tions de  racines  ou  autrement. 

ifc-  On  peut  encore  démontrer  cette  pro- 
portionnalité de  cette  manière  ; 

Le  rapport  angulaire  ^^?s  il  n'est  pas  égal 

BN 

au  rapport  circulaire  -577,  sera  ou  plus  grand 

Ht* 

ou  plus  petit;  admettons  la  première  hypo- 

">ese,  et  supposons  £QQ  =  gç  (A)>ou  lona 
BR>BN. 

Quelle  que  soit  la  petitesse  de  l'arc  NR , 

on  peut  concevoir  le  cadran  BC  divisé  en  un 

nombre  assez  grand  de  parties  égales ,  pour 

que  chacune  soit  plus  petite  que  Tare  NR.  ;  il 

tombera  au  moins  un  point  de  division  1  entre 

N  et  R-  les  arcs  BI  et  BC  comprenant  un 

nombre  cornmensurable  détermine  de  parties 

. .  ,     BOI   BI  , 

egaJes,  on  aura  donc— _  (140);  combi- 

nant  cette  égalité  avec  celle  de  l'hypothèse  (A), 

.,    .  BON    BR  #   à.  /  .  . 
on  en  tire  celle-ci  T  égalité  împossi- 

JoOl  BI 

Me,  car  BON  est  plus  petit  que  BOI,  tandis 
^e  BR  est  plus  grand  que  BI j  donc  la  pre- 
mière hypothèse  est  impossible  ;  on  démontre 
de  même  rimpossibijite  de  la  seconde  hypo- 
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thèse  ;  donc  le  rapport  angulaire  esl  égal  au 
rapport  circulaire. 

Nous  prouvons  ici  l'égalité  de  deux  quan- 
tités, en  démontrant  que  l'admission  de  leur 
inégalité  conduirait  à  une  absurdité;  ce  genre 
de  preuves  est  connu  en  géométrie  sous  le  nom 
de  la  réduction  à  V absurde. 

i43.  Nous  nous  sommes  servi  (  )  de 
deux  principes  que  nous  invoquerons  souvent , 
et  que,  par  cette  raison,  nous  devons  plus 
particulièrement  démontrer. 

Premier  principe.  Lorsque  deux  quantités 
sont  comprises  entre  les  mêmes  limites,  la  dif- 
férence des  deux  quantités  est  toujours  plus 
petite  que  celle  des  deux  limites}  en  effet, 
soient  À  et  B  les  deux  quantités,  et  L  et  U 
les  deux  limites  ;  rangeons  ces  quatre  quantités 
par  ordre  de  grandeur  : . 

L,  A,  B,  L', 
ou  A>L, 
B>A, 
L'>B. 

Nommons  première  différence  celle  qui  existe 
entre  A  et  L  ou  A  —  L. 

Deuxième  différence  celle  qui  existe  entre  B 
et  A  ou  B  —  A. 

Troisième  différence  celle  qui  existe  entre 
L'  et  B  ou  L'  — B. 

Il  est  évident  qu'en  ajoutant  la  première 
différence  à  L  on  obtient  A. 

Qu'en  ajoutant  la  deuxième  différence  à  A 
on  obtient  B. 

Qu'en  ajoutant  la  troisième  différence  à  B 
on  obtient  L'. 

Donc  aussi  on  obtient  B  en  ajoutant  à  L  les 


Digitized  by  CjOOqIc 


I>E  GEOMETRIE.  53 

deux  premières  différences.,  et  l'on  obtient  L' 
eu  ajoutant  à  L  la  somme  des  trois  différences. 

La  différence  entre  L'  et  L  est  donc  égale  à 
la  somme  des  trois  différences;  e!le  est  donc 
plus  grande  que  chacune  d'elles. 

On  a 

L'—  L  =  A  —  L-f[B  —  A]  +  L'  —  B. 
Deuxième  principe.  Si  deux  quantités  À 
et  B  sont  comprises  entre  les  mêmes  limites, 
dont  la  différence  peut  devenir  plus  petite 
qu'aucune  quantité  assignable,  les  quantités  À 
et  B  sont  égales;  en  effet,  si  elles  étaient 
inégales  ,  l'excès  assignable  de  Tune  sur  l'autre 
serait  moindre  que  la  différence  entre  les 
limites  (  Premier  principe  )  ;  donc  cette  diffé- 
rence ne  pourrait  jamais  s'abaisser  au-dessous 
de  cet  excès;  ce  qui  est  contraire  à  l'hypo- 
thèse; donc,  etc. 

i{4-  La  proportionnalité  des  arcs  et  des 
angles  fournit  une  nouvelle  mesure  pour  les 
angles  plus  commode  que  celle  qu'on  a  indi- 
quée, et  c'est  aussi  la  seule  en  usage.  Voici 
en  quoi  elle  consiste  :  on  conçoit  le  cadran 
partagé  en  90  arcs  égaux  ;  chacun  se  nomme 
un  degré  j  chaque  degré  est  divisé  en  60  arcs 
égaux;  chacun  se  nomme  une  minute ,  et  la  mi- 
nute est  divisée  en  60  arcs  é^aux  ou  en  60  se- 
condes; la  seconde  est  divisée  en  60  tierces; 
la  tierce  en  60  quartes,  et  ainsi  de  suite  en 
continuant  la  division  sexagésimale  ou  par 
60 ;  et  pour  désigner  un  angle,  il  suffit 
d'énoncer  le  nombre  de  degrés  ,  minutes , 
secondes  ,  que  renferme  l'arc  compris  entre  ses 
côtés,  et  décrit  de  son  sommet  comme  cen- 
tre. Cette  désignation  suffit  pour  connaître 
le  rapport  entre   l'angle  et  l'angle  droit. 

m-  M. 
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Soit ,  par  exemple ,  l'angle  BON  de  3o  de- 
grés; cela  veut  dire  que  l'arc  BN  contient  3o 

Farties  égales,  dont  le  cadran  contient  90; 
angle  BON  est  donc  à  l'angle  droit  comme 
3o  :  90;  ainsi  cet  angle  est  le  -j  de  l'angle  droit; 
si  l'angle  BON  est  de  20  degrés  47  minutes, 
on  aura  l'angle  BON  est  à  l'angle  droit  comme 
20^:90. 

145.  On  a  adopté  les  signes  suivans ,  qu'on 
place  à  droite  au-dessus  des  nombres,  pour 
énoncer  des  degrés ,  minutes  ,  secondes  t 

Degrés0. 
Minutes'. 
Secondes'7. 
Tierces  '". 
Quartes  ,T, 

Quintes  v ,  rarement  usitées. 

Ainsi,  270  24'  o"  23"',  signifie  un  arc  de 
27  degrés  24  minutes,  point  de  secbndes  et 
23  tierces. 

146.  (  Fig.  28.  )  L'angle  obtus  MOB  a  pour 
mesure  l'arc  BCJVI,  plus  grand  quec)00;  sup- 
posons que  le  rayon  OM  tournant  autour  du 
centre  O,  s'éloigne  de  plus  en  plus  du  rayon 
OB  ;  quand  le  rayon  mobile  sera  arrivé  en  OA, 
il  aura  décrit  la  demi-circonférence  ou  1800; 
il  fera  alors  avec  le  rayon  OB  un  angle  de  180% 
ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  la  droite  OÀ  est 
alors  le  prolongement  de  la  droite  OB. 

Lorsque  le  rayon  est  parvenu  enOQ,  l'angle 
BOQ  aura  pour  mesure  l'arc  BCMAQ ,  plus 
grand  que  1800;  en  désignant  l'angle  BOQ , 
on  ne  peut  savoir  s'il  s'agit  de  celui  qui  inter- 
cepte 1  arc  BCMAQ  ou  de  celui  qui  intercepte 
l'arc  QDB  :  mais  l'énoncé  de  sa  mesure  lait 
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disparaître  cette  ambiguïté;  en  disant,  par 
exemple ,  un  angle  BOQ  de  190°,  on  sait  qu'il 
s'agit  de  celui  qui  est  plus  grand  crue  deux 
angles  droits  ;  parvenu  en  01),  Tare  BCAD  et 
l'angle  qui  y  correspond,  renferment  370°; 
ainsi  deux  droites  qui  font  entre  elles  un 
angle  de  270%  sont  perpendiculaires  l'une  à 
l'autre  ,  comme  lorsqu'elles  forment  un  angle 
de  900  ;  mais  les  perpendiculaires  OC  f  OD 
sont  dirigées  en  sens  opposés.  Enfin,  lorsque 
Je  rayon  mobile  est  de  retour  en  OB,  il  a 
décrit  toute  la  circonférence  ou  36o°  ;  donc 
deux  droites,  qui  forment  entre  elles  un  angle 
de  36o° ,  sont  couchées  Tune  sur  l'autre  comme 
lorsqu'elles  forment  un  angle  nul. 

Le  mouvement  peut  encore  se  continuer, 
et  on  comprend  ce  qu'il  faut  entendre  par  des 
angles  ou  des  arcs  plus  grands  que  36o°,  etc. 
Ainsi  l'aiguille  des  minutes  décrit  sur  le  cadran 
d'une  montre  720°  en  deux  heures. 

147.  On  a  donné  le  nom  de  complémens 
additifs  à  deux  angles  BON,  JVOC  ou  arcs 
BJV  ,  NC  ,  dont  la  somme  est  égale  à  un  angle 
droit  ou  à  900  ;  et  celui  de  complémens  sous- 
trac  tifs  à  deux  angles  MOB  ,  M  OC  ou  à  deux 
arcs  MCB  f  MC ,  dont  la  différence  eist  égale 
à  po°. 

Soit,  par  exemple,  l'arc  BN  =  2o°;  il  a 
pour  complément  additif  700,  et  pour  complé- 
ment soustractif  1  io°  ;  car  20+  70  =  90 
et  110 — 20=90. 

Ainsi  un  angle  aigu  a  pour  complément  ad- 
ditif un  angle  aigu ,  et  un  angle  obtus  pour 
complément  soustractif;  un  angle  obtus  n'a 
pas  de  complément  additif,  et  son  complément 
«oustraqtif  est  un  angle  aigu. 
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148.  On  nomme  sunplémens  additifs  deux 
arcs  MOB,  AOM ,  dont  la  somme  est  égale  à 
deux  angles  droits  ou  à  i8o°:  et  supplémens 
soustractifs  deux  arcs  QACB ,  QA ,  dont  la 
différence  est  égale  à  i8o°.  Soit  MBO  =  1200, 
il  aura  pour  supplément  additif  6o°,  car  60  -f- 
120=180,  et  3oo  pour  supplément  sous- 
tractif,  car  3oo —  120=  180. 

149.  {Fig-  28.)  On  nomme  arcs  concen- 
triques ceux  qui,  comme  FGH,  AQD,  sont 
décrits  du  même  centre  O,  avec  des  rayons 
OF,  OA  différens.  D'après  ce  qui  a  été  dé- 
montré ci-dessus  (i4<>,  i4*  )>  M  est  évident 

Îue  l'arc  FG  est  contenu  dans  son  cadran 
'GH  autant  de  fois  que  l'arc  AQ  est  contenu 
dans  son  cadran  AQD  ;  ainsi  les  arcs  AQ  et  FG, 
quoique  de  longueurs  inégales,  renferment  le 
même  nombre  de  degrés  et  parties  de  degré  ; 
mais  les  degrés  de  AQ  sont  plus  grands  que 
ceux  de  FQ.  On  nomme  arcs  semblables  deux 
arcs  de  longueurs  différentes,  qui  compren- 
nent le  même  nombre  de  degrés  :  nous  ver- 
rons ci-après  la  raison  de  cette  dénomination. 

150.  Il  est  facile  maintenant  de  convertir 
en  degrés  et  parties  de  degré  les  quantités 
exprimées ^n  angles  droits;  ainsi  on  dira  que 
la  somme  des  trois  angles  d'un  triangle  est 
égale  à  1800;  que  dans  un  triangle  équilatéral , 
chaque  an^le  vaut  6o°,  que  dans  un  triangle 
rectangle  ,1a  somme  des  angles  aigus  vnutgo°  ; 
que  dans  un  triangle  rectangle  isocèle ,  chaque 
angle  aigu  45°,  etc.;  on  a  calculé  de  cette 
manière  la  seconde  colonne  du  tableau  (102). 

iôii  Lors  de  l'établissement  du  système  mé- 
trique ,  on  a  introduit  la  division  décimale 
dans  les  arcs  et  les  angles.  Ainsi  on  a  divisé  le 
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cadran  en  100  parties  égales,  nommées  grades; 
le  grade  en  i  oo  parties  égales  ,  nommées  mi- 
nutes ;  la  minute  en  100  secondes  ,  etc.  x 

100  grades  équivalent  à  90  degrés,  ou  10 
crades  à  9  degrés  :  il  est  aisé  de  les  convertir 
les  uns  dans  les  autres.  (  Voir  la  table  6  à  la 
fin  du  volume.)  Nous  ferons  toujours  usage 
de  l'ancienne  division  en  degrés. 

i5^.  (^Vg*-  29*  )  On  trouve  dans  les  étuis  de 
mathématiques  un  instiument  nommé  rappor- 
teur; c'est  un  demi-cercle.,  dont  la  circonfé- 
rence est  divisée  en  degrés;  il  sert  à  mesurer 
ou  à  faire  des  angles  donnés  sur  le  papier. 
A  cet  effet,  on  place  le  centre  O  sur  le  som- 
met ,  et  le  diamètre  sur  un  des  côtés  de  l'an- 
gle ;  la  direction  du  second  côté  indiquera  sur 
l'instrument  le  nombre  de  degrés  interceptés 
par  l'angle,  et  par  conséquent  sa  mesure. 

i53.  (Fig*  3o.  )  Le  graphometre  est  un  in- 
strument qui  sert  à  mesurer  des  angles  sur  le 
terrain  ;  c'est  un  rapporteur  sur  de  plus  grandes 
dimensions.  Le  disque  est  en  cuivre,  et  on 
peut  le  fixer  à  l'aide  d'une  vis  O  sur  le  pied 
DEF  ;  il  a  un  diamètre  fixe  COD ,  et  un  dia- 
mètre ou  règle  LOM ,  mobile  autour  du  cen- 
tre O;  les  diamètres  portent  à  leurs  quatre 
extrémités  des  pinnules  ou  visières;  et  souvent 
la  règle  mobile  est  garnie  d'une  lunette.  Sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  mesurer  l'angle  BOA , 
que  formeraient  deux  droites  qu'on  imagine- 
rait tirées  des  objets  B  et  A ,  vers  l'objet  O , 
on  place  l'instrument  de  manière  que  son  cen- 
tre soit  en  O;  on  fait  tourner  le  disque  autour 
de  la  noix  du  pied  ,  jusqu'à  ce  que  Ja  règle 
fixe  soit  dirigée  vers  A;  on  s'en  assure  en  vi- 
sant par  les  pinnules  C  et  D.  Cela  fait,  on 


Digitized  by  Google 


58  MANUEL 

vise  par  la  règle  mobile  ,  et  on  la  tourne  jus- 
cju'à  ce  qu'on  aperçoive  l'objet  B  ;  et  l'arc  DM. 
intercepté  sur  le  disque  sera  la  mesure  de 
l'angle. 

Arcs  interceptés  par  des  droites,  ou  angles 
considérés  dans  le  cercle. 

i54*  Nous  venons  devoir  que  lorsqu'un  arc 
intercepté  par  les  côtés  d'un  angle  a  le  som- 
met pour  centre,  cet  arc  est  la  mesure  de 
l'angle;  mais  si  le  sommet  n'est  pas  le  centre, 
cet  arc  seul  ne  peut  plus  servir  .généralement 
parlant ,  à  mesurer  l'arc.  Il  faut  alors  décrire 
toute  la  circonférence,  prendre  ensemble  les 
deux  arcs  interceptés  par  les  angles  opposés 
au  sommet.  Nous  allons  commencer  par  le 
cas  où  l'un  des  arcs  interceptés  est  nul  ;  ce 
qui  a  lieu  lorsque  la  circonférence  passe  par 
le  sommet  de  l'apgle  {fîg-  3i).  Soit  BAC  un 
angle  formé  par  deux  cordes  BA  ,  CA,  et  ayant 
son  sommet  sur  la  circonférence  ;  en  menant 
du  centre  O  les  deux  rayons  OB,  OC,  l'angle 
BOC  est  double  del'angleBAC;en  effet,  menant 
le  diamètre  AOD,  l'angle  extérieur  BOD  est  le 
double  de  l'angle  A  du  triangle  isoscèle  BAO 
(5?);  par  la  même  raison  l'angle  DOC  est 
double  de  l'angle  OAC;  donc  la  somme  des 
deux  angles  BOD  et  DOC  ou  l'angle  BOC  est 
double  de  la  somme  des  deux  angles  BAO  et 
OAC  ou  de  l'angle  BAC;  or,  l'angle  BOC, 
formé  par  deux  rayons,  a  pour  mesure  l'arc 
BC;  donc  l'angle  BAC,  forme  par  deux  coi  des, 
a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  compris  entre 
ses  côtés  ;  c'est-à-dire  cet  angle  est  contenu 
dans  un  angle  droit  autant  de  fois  que  la  moi- 
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fié  de  Tare  est  contenu  dans  le  cadran.  Si  le 
diamètre  AOD  ,  au  lieu  d'être  entre  les  deux 
cordes  ,  les  laisse  d'un  même  côté  ,  comme 
lorsqu'il  s'agit  de  l'angle  BAC,  le  raisonnement 
et  la  conclusion  restent  les  mêmes.  L'angle 
BOC  ,  au  lieu  d'être  la  somme  des  deux  an- 
gles ,  en  est  la  différence. 

i55.  On  nomme  angle  inscrit  celui  qui  a  son 
sommet  sur  la  circonférence;  ainsi  la  proposi- 
tion précédente  revient  à  celle-ci  :  tout  angle 
inscrit  a  pour  mesure  la  moitié  de  F  arc  inter- 
cepté entte  ses  côtés;  on  en  conclut  : 

i°  Tout  angle  aigu  inscrit  intercepte  un 
arc  moindre  qu'une  aemi-circonférence ,  et  ré- 
ciproquement. 

%°  Tout  angle  obtus  inscrit  intercepte  un 
arc  plus  grand  qu'une  demi-circonférence ,  et 
réciproquement. 

3°  Tout  ansjle  droit  inscrit  intercepte  un 
arc  égal  à  la  denu-ctreonférence ,  et  récipro- 
quement. 

4°  L'angle  BAN,  formé  par  une  corde  et  le 
prolongement  d'une  corde,  a  pour  mesure  la 
moitié  des  arcs  BÀ  et  AC  que  sous-tendent 
les  deux  cordes. 

5°  Dans  la  même  ci  -  conférence  tous  les  angles 
inscrits  BAC,  BEC,  qui  interceptent  le  même 
arc  BDC ,  sont  éçaux  entre  eux. 

i56.  La  droite  AB  restant  fixe,  supposons 
que  la  corde  AC  tourne  autour  du  sommet  A, 
jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  tangente  en  A  ; 
alors  l'angle  MAB ,  formé  par  une  tangente 
et  une  corde,  a  encore  pour  mesure  la  moitié 
de  l'arc  intercepté  ACB. 

En  effet,  l'angle  DAM  est  droit  (127),  il  a 
donc  pour  mesure  la  moitié  de  la  demi-circon- 
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férence  ACD  ;  l'angle  inscrit  BAD  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  BD;  donc  l'angle  BAM, 
somme  des  deux  angles  BAD  et  DAM ,  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  ACB. 

157.  [Fig.  3a.)  Soit  le  sommet  A  de  l'angle 
BAC  dans  l'intérieur  de  la  circonférence  ; 
menons  la  corde  CD;  l'angle  BAC  extérieur 
au  triangle  ACD  est  égal  à  La  somme  des  deux 
angles  intérieurs  opposés  C  et  D;  or,  l'angle 
C,  inscrit  à  la  circonférence ,  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  intercepté  DE  (  i55)  ;  et  par 
la  même  raison  l'angle  D  a  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  BNC  ;  donc  l'angle  BAC  a  pour 
mesure  la  demi-somme  des  deux  arcs  inter- 
ceptés DE ,  BNC. 

On  démontrerait  de  même  que  l'angle  EAB 
a  pour  mesure  la  moitié  de  la  somme  des  deux 
arcs  BE,  CD. 

Si  les  deux  arcs  BE ,  CD,  sont  égaux,  l'angle 
BAE  a  évidemment  pour  mesure  l'arc  inter- 
cepté BE;  donc  lorsqu'un  angle  a  pour  mesure 
l'arc  intercepté ,  il  n  est  pas  nécessaire  qu'il  ait 
son  sommet  au  centre;  il  suffit  que  les  arcs 
interceptés  par  les  angles  opposés  au  sommet 
soient  égaux  ;  ç'est  ce  qui  a  toujours  lieu  lorsque 
l'angle  est  au  centre. 

i58.  {Fig.  32-)  Soit  le  sommet  A'  de 
l'angle  BA'C  hors  de  la  circonférence;  dans  le 
triangle  BA'D,  l'angle  intérieur  A' est  égal  à 
l'extérieur  BDC  moins  l'autre  angle  intérieur 
A'BD  ;  or ,  l'angle  BDC  a  pour  mesure  la  moi- 
tié de  l'arc  BNC,  et  l'angle  A'BD,  la  moitié 
de  l'arc  DE;  donc  l'angle  A'  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  BNC  moins  la  moitié  de 
l'arc  DE. 

L'arc  BNC  présente  sa  face  intérieure  ou 
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concave  à  un  spectateur  qui  serait  placé  en  A' , 
tandis  que  Tare  DE  lui  présente  sa  face  exté- 
rieure ou  convexe  ;  on  peut  donc  dire  qu'/m 
angle  extérieur  à  la  circonférence,  ou  formé 
far  deux  sécantes ,  a  pour  mesure  la  moitié  de 
F arc  concave  moins  la  moitié  de  Parc  convexe. 

Moins  Tare  convexe  diffère  de  Tare  concave , 
plus  l'angle  À'  est  petit,  et  plus  le  sommet  A' 
éloigné  du  centre.  Lorsque  les  deux  arcs 
deviennent  égaux ,  l'angle  A'  est  nul ,  le  sommet 
est  situé  à  l'infini  ;  c'est  qu'alors  les  deux  côtés 
angle  deviennent  parallèles  (58). 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'angle  formé  par  la 
sécante  A'EB  et  la  tangente  ATVI ,  a  aussi  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  concave  BNM  moins 
•'arc  convexe  BEM. 

Lorsque  l'angle  est  formé  par  les  deux  tan- 
gentes AM ,  AM',  il  a  pour  mesure  la  moitié 
de  1  'arc  concave  MNM'  moins  la  moitié  de 
Tare  convexe  MM'. 

159.  Il  suit  de  ce  qui  précède ,  <jue  lors- 
qu'un anglé*  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc 
intercepté  entre  ses  côtés ,  il  faut  que  la  circon- 
férence passe  par  le  sommet  de  l'angle  ;  car  si 
ce  sommet  était  dans  l'intérieur  ou  hors  de  la 
circonférence ,  cet  angle  aurait  pour  mesure 
plus  que  la  moitié,  ou  moins  que  la  moitié  de 
l'arc  intercepté. 

[Fig.  33.)  De  là  résulte  un  moyen  pratique  de 
trouver  sans  compas  des  points  qui  soient  situés 
*ur  une  même  circonférence.  On  a  deux  règles 
1U,  AC,  fixement  jointes  sous  un  angle  quelcon- 
que; M  et  N  sont  deux  points  fixes  sur  lesquels 
fissent  les  deux  règles,  de  sorteque  M  ne  quitte 
Mais  la  branche  AB ,  ni  N  la  branche  AC  ; 

a'ors  les  sommets  A  ,  A',  A",  dans  leurs  diffé- 
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rentes  positions,  seront  toujours  sur  la  même 
circonférence ,  passant  par  les  points  fixes  M 
et  N ,  et  le  sommet  décrira  un  arc  double  du 
supplément  de  l'angle  BAC. 

Problèmes  sur  les  droites,  les  angles,  les 
triangles ,  les  perpendiculaires ,  les  paral- 
lèles ,  et  sur  la  circonférence. 

160.  On  donne  le  nom  de  problème  à  tou  te 
question  où  il  s'agit  de  trouver  la  position  de 
certains  points,  de  certaines  droites,  etc.,  ou 
les  grandeurs  de  certains  angles,  de  certaines 
droites,  à  l'aide  d'autres  points,  d'autres  droites 
qui  sont  connues.  Les  données  d'un  problème 
sont  les  parties  qui  sont  connues  ;  on  nomme 
constructions ,  les  opérations  qu'il  faut  faire  (les 
lignes  qu'il  faut  tirer,  etc.)  pour  parvenir  à 
découvrir  les  parties  inconnues  ;  l'ensemble  des 
opérations  forme  la  solution  du  problème.  Cette 
solution  porte  le  nom  de  solution  géométrique , 
lorsqu'on  ne  se  sert  que  de  deux  instrumens, 
la  règle  et  le  compas  5  lorsqu'on  se  sert  d'autres 
instrumens,  la  solution  est  dite  mécanique. 
Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  n'admettrons 
que  les  sol  utions  géométriques  ;  on  ne  se  servira 
ni  d'équerre,  ni  de  rapporteur,  etc.,  et  nous 
nous  dispenserons  de  donner  les  figures  lors- 
qu'elles ne  seront  pas  nécessaires  pour  la  clarté 
du  discours. 

161.  Problème  I.  Trouver  un  point  qui  soit 
éloigné  d'un  point  donné,  d'une  distance  don- 
née? 

Solution.  Prenez  une  ouverture  de  compas 
égale  à  la  distance  donnée  ;  ayant  posé  une 
pointe  du  compas  sur  le  point  donné,  on 
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décrira  une  circonférence  avec  l'autre  pointe; 
tous  les  points  de  la  circonférence  satisfont  à 
la  question. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre 
est  dit  indéterminé ,  parce  qu'il  admet  une  in- 
finité de  solutions ,  et  qu'il  ne  faut  pas  se  déter- 
miner plutôt  pour  un  point  de  !a  circonférence 
que  pour  tout  autre. 

On  nomme  lieu  géométrique  du  point  cher- 
ché, ou  simplement  lieu ,  laligne  qui  renferme 
tous  les  points  qui  satisfont  à  un  problème  in- 
déterminé ;  ainsi,  dans  le  cas  actuel,  la  cir- 
conférence est  le  lieu  du  point  cherché. 

Les  points  situés  hors  du  lieu  ne  satisfont 
pas  au  problème. 

162.  (Fig.iQ.)  Problème  IL  Trouver  un 
)oint  K  qui  soit  éloigné  du  point  donné  A  de 
a  distance  donnée  AK,  et  du  point  B  de  la 
distance  donnée  BK  ? 

Solution.  Du  point  B ,  comme  centre,  et  avec 
une  ouverture  de  compas  égale  à  BK  ,  on  dé- 
crit la  circonférence  KLN  ;  le  point  cherché 
devra  se  trouver  sur  cette  ligne.  Du  point  A  , 
comme  centre,  et  d'un  rayon  égal  à  AK,  on 
décrit  une  circonférence  KLM ,  qui  devra  aussi 
contenir  le  point  cherché  ;  il  sera  donc  aux  in- 
tersections K  et  L  des  deux  circonférences. 

Le  problème  est  dit  déterminé  ;  il  n'admet 
^ue  deux  solutions. 

La  droite  KL,  qui  réunit  les  deux  points  , 
est  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  droite 
AB;  on  dit  alors  que  les  deux  points  K  et  L 
^nt  placés  symétriquement  par  rapport  à  la 
droite  AB  ;  et  la  solution  donne  deux  points 
tymètriques  par  rapport  à  la  droite  donnée  AB. 

Le  même  problème  sert  aussi  à  construire  le 
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triangle  dont  les  trois. côtés  AB  ,  BK,  KL,  sont 
donnés  ;  et  pour  que  le  problème  soit  possible  , 
il  faut  qu'un  côte  quelconque  soit  plus  petit 
que  la  somme  des  deux  autres,  et  plus  grand 
que  leur  différence  (69).  Lorsque  les  trois 
côtés  sont  égaux ,  le  triangle  construit  est  équi- 
latéral. 

163.  {Fig.  340  Problème  III,  Trouver  un 
point  également  éloigné  des  deux  points 
donnés  A  et  B  ? 

Solution.  Du  point  A,  comme  centre ,  avec 
une  ouverture  de  compas  plus  grande  que 
la  moitié  de  la  distance  AB,  décrivez  une 
circonférence;  du  point  B,  comme  centre  , 
et  avec  la  même  ouverture  de  compas  ,  dé- 
crivez une  seconde  circonférence  ,  qui  coupera 
la  première  en  deux  points  C  et  D  symétriques , 
par  rapport  à  la  droite  AB  ;  joignez  C  et  D 
par  une  droite,  tous  les  points  de  cette  droite 
seront  également  éloignés  des  extrémités  A 
et  B  (77),  et  satisfont  au  problème  ;  et  à  la 
droite  CD  est  le  lieu  géométrique  du  point 
cherché. 

Sans  connaître  la  moitié  de  AB ,  on  peut 
trouver  une  distance  plus  grande  ;  il  suffit  de 
prendre  cette  distance  égale  à  la  ligne  entière  « 

La  droite  CD  est  perpendiculaire  sur  AB , 
en  I  milieu  de  cette  droite  (77). 

Ces  trois  solutions  n'exigent  que  l'emploi 
du  compas ,  sans  avoir  besoin  de  recourir  à 
la  règle. 

164.  {Fig.  34.  )  Problème  IV.  Etant  donnés 
deux  points  C  et  D,  trouver  un  point  N 
situé  sur  la  direction  de  CD ,  sans  employer 
la  règle  ,  et  par  conséquent  sans  tirer  la 
droite  CD? 
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Solution.  Cherchez  deux  points  O  et  (léga- 
lement éloignés  de  C  et  D  (i63)  ;  cherchez  un 
point  N  également  éloigné  de  O  et  O'  ;  ce 
point  N  sera  celui  qui  est  demandé  (79)  ;  et 
on  peut  en  trouver  tant  d'autres  qu'on 
voudra. 

165.  {Fig.  34)  Problème  V.  Etant  donnée  * 
une  longueur  AB  ,  trouver  le  point  milieu  I  ? 

Solution  La  même  qu'au  problème  III  ; 
mais  cette  solution  exige  qu'on  mène  la  droite 
CD,  et  par  conséquent  nécessité  remploi  de 
la  règle.  On  peut  donc  diviser  une  droite  ,  en 
2,  en  4,  en  8  parties  égales,  et  en  général  en 
un  nombre  de  parties  égales  exprimé  par  une 
puissance  de  2  ;  on  peut  donc  aussi  ,  sur  une 
droite  AB ,  comme  diamètre ,  décrire  une 
circonférence  ;  le  milieu  de  cette  droite  en  sera 
ie  centre. 

La  même  solution  est  encore  applicable , 
lorsqu'il  s'agit  d'élever  une  perpendiculaire 
sur  le  milieu  inconnu  d'une  droite. 

166.  (  Fig  34-  )  Problème  VI.  Par  un  point 
quelcànque  I  de  la  droite  AC  ,  élever  une 
perpendiculaire  sur  cette  droite  ? 

Solution.  A  partir  du  point  I,  prenez  sur  la 
droite  AE  deux  distauces  égales  10,  et  10'  ; 
cherchez  un  point  N  également  éloigné  de  O  et 
de  O'  ;  la  droite  NI  est  la  perpendiculaire  de- 
mandée :  les  mêmes  opérations  servent  à  faire 
au  point  I  un  angle  droit  EIN. 

167.  Problème  VII.  D'un  point  N  situé 
hors  de  la  droite  AG  ,  abaisser  une  perpendi- 
culaire sur  cette  droite  (/?g\34)? 

Solution.  Posez  une  pointe  du  compas  sur 
et  ouvrez  le  compas  ,  de  sorte  que  l'autre 
pointe  soit  au-dessous  dç  la  droite  AG,  et 
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avec  cette  ouverture  décrivez  une  circonfé- 
rence; la  droite  AC ,  ayant  des  points  dans 
l'intérieur  de  la  circonférence,  est  une  sé- 
cante, et  coupera  la  circonférence  en  deux 
points  0  et  0'  ;  cherchez  un  point  D  égale- 
ment éloigné  de  O  et  de  O' ,  la  droite  DJ\  sera 
la  perpendiculaire  demandée. 

168.  {Fisr.  16.)  Problème  VIII.  Elever  à 
l'extrémité  B  une  perpendiculaire  sur  la  drpite 
DB ,  en  supposant  qu'on  ne  puisse  pas  pro- 
longer DB  du  côté  de  B  ? 

Solution.  Ghercbez  un  point  N  également 
éloigné  de  D  et  de  B  ;  prolongez  DN  d'une 
longueur  égale  à  elle-même ,  de  sorte  que 
Ton  ait  DN  =  NA;  la  droite  AB  est  la  per- 
pendiculaire demandée  (8*2). 

169.  Problème  IX.  Trouver  un  point  qui 
soit  éloigné  d'une  droite  donnée,  d'une  dis- 
tance donnée  ? 

Solution1.  Par  un  point  quelconque  pris 
sur  la  droite,  élevez  une  perpendiculaire;  à 
partir  de  cë  point ,  portez  en  dessus  et  en 
dessous  sur  cette  perpendiculaire,  une  lon- 
gueur égale  à  la  distance  donnée  ;  par  les 
extrémités  ainsi  déterminées  de  cette  droite, 
élevez  des  perpendiculaires  qui  seront  néces- 
sairement parallèles  à  la  droite  donnée  , 
et  qui  auront  tous  leurs  points  éloignés 
de  la  distance  demandée  ;  par  conséquent , 
les  deux  droites  parallèles  sont  le  lieu  géomé- 
trique du  point  cherché» 

170.  Problème  X.  Par  un  point  donné 
mener  une  parallèle  à  une  droite  donnée? 

Solution.  Du  point  donné  abaissez  une  per- 
pendiculaire sur  la  droite  (  167)  ;  par  le  même 
point,  élevez  une  perpendiculaire  sur  la  per- 
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pendiculaire (  1 66),  elle  sera  la  parallèle  de- 
mandée. 

Cette  solution  n'exige  que  l'emploi  du  com- 
pas (voir  173  une  seconde  solution), 

171.  (Fig  35.)  Problème  XI.  Mener  par 
le  point  O  une  droite  OM  ,  faisant  avec  la  droi- 
te donnée  OG  un  angle  égal  à  l'angle  donné 
DAE? 

Solution.  Prenei  sur  les  côtés  AD  ,  et  AE, 
deux  points  quelconques  B  et  G  ;  portez  AC  de 
OenI,  et  faites  sur  01  un  triangle  OIK  égal 
au  triangle  ABC  (  162  );  l'angle  O  6era  égal  à 
l'angle  donné. 

Il  est  plus  eourt  de  prendre  AB  égal  à  AC , 
en  décrivant  Tare  BC ,  ensuite  du  point  O  com- 
me centre,  et  du  même  rayon,  on  décrit  l'arc  in- 
défini IKM  ;  on  porte  la  corde  CB  de  I  en  K  , 
on  mène  la  droite  KO,  et  les  deux  triangles 
ABC  ,  OIK ,  sont  égaux.  On  voit  ce  qu'il  faut 
faire  pour  construire  un  angle  égal  à  la  som- 
toe  de  tant  d'angles  qu'on  voudra  ;  par  consé- 
quent ,  comment  on  peut  construire  un  an- 
gle double,  triple  ,  quadruple  d'un  angle  don- 
ue,  comment  on  construit  un  angle  égal  à  la 
différence  de  deux  angles  donnés  $  pour  avoir 
'e  complément  d'un  angle  ,  il  suffit  d'élever  par 
son  sommet  une  perpendiculaire  à  l'un  des  cô- 
tés, et  l'angle  que  fonne  cette  perpendiculaire 
avec  le  second  côté,  sera  le  complément  cher- 
ché ;  pour  avoir  le  supplément  d'un  angle  ou 
sa  différence  avec  deux  angles  droits  ,  il  suffit 
c'e  prolonger  un  des  côtés, et  l'angle  adjacent 
e$t  le  supplément  demandé. 

Connaissant  donc  deux  angles  d'un  triangle , 
on  construira  le  troisième,  en  ajoutant  les 
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deux  angles  donnés,  et  prenant  le  supplément 
de  la  somme. 

172.  (Fig.  35.)  Problème  XII.  Diviser 
l'angle  BAC  en  deux  parties  égales? 

Solution.  Du  sommet  A,  comme  centre,  et 
d'un  rayon  arbitraire,  décrivez  l'arc  BC  ; 
abaissez  du  point  A,  sur  la  corde  BC,  la  per- 
pendiculaire AN;  elle  divisera  la  corde,  rare 
et  l'angle  en  deux  parties  égales  (i23). 

Le  même  problème  sert  aussi  à  diviser  un 
arc  en  deux  parties  égales. 

On  sait  donc  diviser  un  angle  ou  un  arc  , 
en  4,  en  8,  en  16  parties  égales ,  et  en  général 
en  un  nombre  entier  de  parties  égales ,  désigné 
par  une  puissance  de  2  ;  or,  on  sait  construire 
un  angle  droit  ou  de  90°,  on  sait  donc  aussi 
construire  les  angles  qui  suivent  • 

900. 
45°. 

22°  3o'. 

ii°  i5'. 
5°  3;'  3o". 
2°  48'  45". 
10  24'  22"  3o"\ 
o°  42'  11"  i5"',  etc. 

En  construisant  un  triangle  équilatéral 
(162),  on  se  procure  un  angle  de  6o°;  donc  on 
peut  trouver  géométriquement  les  angles  de 

6o°. 
3o°. 
i5°. 

70  3o\ 

3°  45'. 

x°  52'  3o". 

o°  56'  i5'\ 


Digitized  by  Google 


D£  GEOMETRIE.  6() 

La  différence  entre  les  deux  arcs  i0^'**" 
3o"',  et  o"  56'  i5",  est  de  a*  7"  3o"';  cet  arc 
ne  diffère  pas  de  deux  minutes  de  l'arc  d'un 
demi-deçré. 

173.  {Fig.  36.)  Problème  XIII.  Par  Je 
point  donné  B,  mener  une  droite  parallèle  à 
la  droite  donnée  ML? 

Solution.  D'un  point  A,  comme  centre, 
pris  arbitrairement  sur  N  L,  décrivez  du  rayon 
A  B  Tare  BC  ;  du  point  donné  B,  comme-  cen^ 
tre,et  du  même  rayon  BA,  décrivez  Tare  in- 
défini ADK  ;  portez  la  corde  CB  de  A  en  D, 
tirez  DBM ,  elle  sera  la  parallèle  demandée  ; 
car  les  angles  alternes-internes  BAC,  ABD 
sont  égaux  (5i). 

Une  quelconque  des  propriétés  énoncées 
peut  servir  à  résoudre  le  problème. 

174.  {Fig  ^5.)  Problème  XIV.  Trouver 
un  point  O  également  éloigné  de  trois  points 
donnés  A,  B,  E  ? 

Solution.  Menez  les  droites  AB ,  AE ,  et 
les  perpendiculaires  MOÛ,  QOC,  sur  les 
milieux  de  ces  droites;  le  point  cherché  de- 
vant se  trouver  en  même  temps  sur  les  deux 
perpendiculaires,  sera  au  point  O  de  leur 
intersectiou  ;  pourvu  que  les  trois  points  ne 
soient  pas  sur  la  même  droite,  cette  intersec- 
tion aura  toujours  lieu  (53). 

La  même  construction  sert  donc  aussi  à  faire 
passer  une  circonférence  EABGE  par  trois 
points  donnés ,  ou  par  les  trois  sommets  d'un 
triangle  ABE  ;  on  appelle  cette  dernière  opé- 
ration, circonscrire  une  circonférence  à  un 
triangle,  et  on  nomme  improprement  centre 
^1  triangle ,  le  centre  de  la  circonférence  cir- 
Wnscrite. 
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Lorsque  le  triangle  est  acutangle ,  son  cen- 
tre est  dans  l'intérieur  du  triangle  ; 

Rectangle,  son  centre  est  sur  le  milieu  de 
l'hypothénuse  ; 

Obtusangle ,  le  centre  est  hors  du  triangle 

(«5g). 

Plus  l'angle  devient  obtus,  plus  le  centre 
s'éloigne,  et  plus  le  rayon  grandit;  de  sorte 
que ,  lorsque  l'angle  est  presque  égal  à  deux 
angles  droits,  alors  les  trois  points  sont  pres- 
que en  ligne  droite,  le  centre  est  à  l'infini, 
et  le  rayon  est  infiniment  grand  ;  c'est  ce  qui 
fait  d  ire  qu'une  droite  est  une  circon  (ère  nce 
dont. le  centre  est  à  l'infini,  et  dont  le  rayon 
/  est  infini  :. c'est  une  locution  elliptique  pour 
exprimer  l'idée  de  limite. 

La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de 
BE  passe  aussi  par  le  point  O  ;  donc  les  trois 
perpendiculaires  élevées  respectivement  sur 
les  milieux  des  côtés  d'un  triangle ,  5e  rencon- 
trent en  un  même  point,  qui  est  le  centre  du 
triangle. 

175.  Problème  XV,  [Fig.  37.  )  Par  rm 
point  donné  I  sur  une  circonférence  LïBL, 
mener  une  tangente  à  cette  circonférence? 

Solution.  A  l'extrémité  I  du  rayon  CI ,  qui 
passe  par  le  point  I,  élevez  une  perpendicu- 
laire KIT;  elle  sera  la  tangente  demandée 
(127). 

176,  Problème  XVI.  (  Fig.  37,)  Etant 
donnés  les  deux  points  B  et  I,  trouver  un  troi- 
sième point  L,  toi  qu'en  menant  les  droites 
LB,  LI ,  l'angle  HLI  soit  éçal  à  l'angle  donné 

KIV? 

Solution.  Sur  \v.  milieu  BJ  élevez  la  perpen- 
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diculaire  SX;  au  point  I  élevez  une  perpen- 
Jiculaire  à  la  droite  donnée  IK;  elle  rencon- 
trera SI  en  un  point  C  (53);  de  ce  point 
comme  centre  et  du  rayon  CI  décrivez  une 
circonférence;  elle  sera  tangente  à  la  droite 
T1K  et  passera  par  le  point  B  ;  chaque  point 
de  l'angle  BLSI  satisfait  à  la  auestion.  En  effet, 
soit  L  un  point  de  cet  arc,  l  angle  inscrit  BLI 
a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BXI  (i55); 
mais  telle  est  aussi  la  mesure  de  l'angle  BIT 
formé  par  utie'  corde  et  une  tangente;  donc 
l'angle  BLI  est  égal  à  l'angle  BIT,  et  par  con- 
séquent à  l'opposé  au  sommet  KIV;  ainsi  l'arc 
BLSI  est  le  lieu  géométrique  du  point  cherché, 
et  il  n'y  a  donc  qu'une  certaine  portion  de  la 
circonférence  qui  réponde  à  !a  question*  Si 
lande  donné  était  égal  à  BIK,  adjacent  à 
KIV,  la  construction  serait  la  même;  mais  ce 
serait  l'arc  BXI  qui  serait  le  lieu  géométrique 
du  point  cherché.  La  circonférence  entière 
répond  au  problème,  si  on  l'énonce  ainsi  : 
Trouver  un  point  tel  qu'en  le  joignant  pal* 
des  droites  à   deux  points  donnes,  l'angle 
formé  par  ces  droites  soit  égal  à  un  angle 
donné  ou  à  son  supplément 

Faisons  tourner  la  circonférence  autour  de 
ta  corde  BI ,  de  manière  qu'elle  prenne  la  po- 
rtion inverse  BL'  S'I,  il  est  évident  que  tous 
les  points  de  l'arc  BL'I  répondent  aussi  au 
problème  s'il  s'agit  de  Fangle  aigu  KIV;  donc 
ks  deux  arcs  BLSI,  BL'S'I  sont  les  lieux géo- 
^triques  du  point  ;  les  points  de  ces  arcs  sont 
|'acés  symétriquement  par  rapport  à  la  cOrde 

la  même  construction  sert  à  décrire,  sur 
uûe  droite  dbnnée  BI  ,  un  arc  tel  que  toûs 
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les  angles  inscrits  soient  égaux  à  un  angle 
donné ,  ou ,  comme  il  est  dans  l'usage  de 
s'exprimer,  un  arc  qui  soit  capable  d'un  angle 
donné. 

L'arc  capable  d'un  angl  aigu  est  plus  grand 
qu'une  demi-circonférence. 

L'arc  capable  d'un  angle  droit  est  égal  à 
une  demi -circonférence. 

L'arc  capable  d'un  angle  obtus  est  plus 
petit  qu'une  demi-circonférence. 

Si  donc  l'angle  donné  K1V  est  droit,  le 
problème  se  réduit  à  décrire  une  circonférence 
sur  £1  comme  diamètre. 

Le  problème  XVI  est  encore  identique  à 
celui-ci  :  En  quel  point  faut-il  être  placé  pour 
voir  la  droite  BI  sous  un  angle  donné  BLI , 
BI  pouvant  représenter  la  façade  d'un  édifice? 
Ainsi,  il  y  a  une  infinité  de  positions;  il  y  en 
a  deux  S  et  S' ,  où  le  spectateur  est  le  plus 
éloigné  de  l'objet  ;  mais ,  en  restant  sur  l'arc 
BLSI ,  il  peut  s'approcher  de  l'objet ,  et  le 
voir  toujours  sous  le  même  angle  ;  pour  chan- 
ger d'angle ,  il  faut  qu'il  quitte  l'arc  ;  en  en- 
trant dans  l'intérieur,  l'angle  augmente;  en 
sortant  de  la  circonférence ,  l'angle  diminue 

(*59)- 

177.  Problème  XVII.  Etant  données  deux 
droites ,  déterminées  de  longueur ,  trouver 
un  point  tel  qu'en  s'y  plaçant  on  aperçoive 
la  première  droite  sur  un  angle  donné  A  % 
et  la  seconde  sous  l'angle  donné  B  ? 
*   Solution  Sur  la  première  longueur  on  dé- 
crira les  arcs  symétriques  capables  de  l'an— 
gle  A ,  et  sur  la  seconde  les  arcs  symétriques 
capables  de  l'angle  B  ;  ces  quatre  arcs  pourront 
en  général  se  couper  en  huit  points  ;  il  y  aura 
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par  conséquent  huit  solutions;  mais,  selon  la 
diversité  des  positions  et  des  longueurs  des 
droites,  des  ouvertures  des  angles,  ces  solu- 
tions peuveut  devenir  moindres  ;  ainsi,  lorsque 
ks  deux  angles  sont  droits  >  il  n'y  a  jamais  que 
deux  solutions;  dans  la  même  supposition,  il 
ne  reste  plus  qu'une  solution  ,  lorsque  les  deux 
longueurs  ont  une  extrémité  commune  :  il  y  a 
aussi  des  cas  où  le  problème  est  impossible. 

178.  Problème  XVIII.  Etant  donnés  un 
point  et  une  droite  de  longueur  déterminée, 
trouver  un  point  tel  qu'en  s'y  plaçant ,  un 
spectateur  soit  éloigné  du  point  donné,  d'une 
distance  donnée,  et  aperçoive  la  droite  sous 
un  angle  donné? 

Solution.  Du  point  donné  comme  centre  9 
et  avec  la  distance  donnée  pour  rayon,  décrivez 
une  circonférence  ;  sur  la  droite  donnée  ,  dé* 
crivez  les  arcs  symétriques  capables  de  l'angle 
donné  ,  les  intersections  de  la  circonférence 
et  de  l'arc  donneront  des  points  qui  satisfont 
à  la  question.  Il  y  a  en  général  quatre  solu- 
tions :  voici  les  divers  cas  qui  peuvent  se  pré- 
senter : 


Nombres  de 


i°  La  circonférence  coupe  les  deux 
arcs  4* 

20  La  circonférence  touche  un  arc  et 
coupe  l'autre  3. 

3°  La  circonférence  touche  les  deux 

ttCS  2. 

4°  La  circonférence  touche  un  arc  et 
^rencontre  pas  l'autre  i. 

5°  La  circonférence  ne  rencontre  ni  l'un  ni 
*  autre  arc  ;  solution  impossible, 

7 
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tyg.  Remarquons  en  principe,  toutes  les 
fois  que  le  nombre  total  des  solutions  d'un 
problème  est  pair  ,  il  peut  y  avoir  des  cas  par- 
ticuliers où  le  nombre  des  solutions  décroit 
jusqu'à  devenir  nul ,  et  alors  le  problème  n'a 
pas  de  solution  ;  mais  si  le  nombre  des  solu- 
tions est  impair ,  le  nombre  peut  encore  se 
réduire ,  mais  il  ne  devient  pas  nul  ;  on  ne 
peut  démontrer  ce  principe  général  qu'à  l'aide 
des  théories  qu'on  doit  au  calcul  algébrique;  la 
géométrie ,  réduite  à  ses  propres  ressources  , 
ne  fournit  pas  même  les  moyens  de  soupçonner 
l'existence  de  cette  admirable  propriété  de 
l'espace. 

180.  [Fig.  38.)  Problème  XIX.  Par  un 
point  I  situé  hors  de  la  circonférence  MANB, 
mener  une  tangente  à  la  circonférence? 

Solution.  Joignez  le  centre  C  au  point  ï  par 
une  droite,  sur  laquelle,  comme  diamètre, 
vous  décrivez  la  circonférence  CA1BC  qui  ren- 
contre la  circonférence  donnée  en  deux  points 
A  et  B;  les  droites  IA  ,  1B>  sont  chacune 
tangente  à  la  circonférence  en  A  et  I }  car 
CAi,  CBI  sont  des  angles  droits  (  i55  ). 

Ici  le  nombre  des  solutions  est  pair;  lorsque 
le  pbittt  I  est  sur  la  circonférence,  il  n'y  en  a 
qu'une  ;  lorsqu'il  est  dans  l'intérieur ,  le  pro- 
blème est  impossible  (  179  ). 

Les  deux  triangles  rectangles  GAI,  CBI 
étant  égaux  (81),  il  s'ensuit  que  les  deux 
tangentes  menées  d'un  même pointsont  égales; 
elles  font,  avec  la  corde  AB  qui  joint  les 
points  de  contact ,  des  angles  t AB,  IBA,  égaux 
entre  eux  (39),  et  la  séeante  diamétrale 
MCNI  divise  l'angle  des  tangentes  en  deux 
parties  égales,  et  est  perpendiculaire  sur  la 
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corde  AB;  l'angle  AIB  a  pour  mesure  l'*rc 
AM  ,  moins  l'arc  AN. 

Un  spectateur  place  en  I  verra  la  circonfé- 
rence sous  l'angle  AIB;  il  n'en  apercevra 
que  la  portion  ANB ,  qu'on  nomme  la  con- 
vexité du  cercle  vue  du  point  I  ;  l'autre  partie 
AMB  est  sa  concavité.  Si  I  est  un  point  lu- 
mineux ,  il  n'éclairera  que  l'arc  convexe,  l'arc 
concave  sera  dans  l'ombre.  Plus  le  point 
I  s  éloigne  du  centre,  en  restant  toujours 
sur  la  sécante  diamétrale,  et  plus  l'arc  AM 
diminue  et  plus  l'arc  AN  augmente ,  par  con- 
séquent ,  plus  l'angle  AIB  diminue  et  devient 
aigu  5  il  s'évanouit  lorsque  les  deux  tangentes 
sont  parallèles,  alors  les  points  A  et  B  sotit  dia- 
métralement opposés  ;  ainsi,  plus  ou  s'éloigne 
d'un  cercle ,  et  plus  la  partie  vue  devient 
grande;  elle  est  toujours  moindre  que  la 
partie  non  vue ,  et  la  différence  diminue  avec 
I  eloignement. 

181.  Phoblème  XX.  Mener  à  un  cercle  unç 
tangente,  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée? 

Solution.  Du  centre  du  cercle,  abaisses  une 
perpendiculaire  sur  la  droite  donnée;  elle 
coupera  le  cercle  en  deux  points;  par  chacun 
menez  une  tangente;  elle  remplira  les  coudi-? 
tions  du  problème. 

Ainsi,  up  corps  qui  parcourt  une  circonfé- 
rence ,  prend  dans  ce  mouvement  toutes  les 
directions  imaginables,  car  la  direction  en 
chaque  point  n'est  que  la  tangente  à  la  courbe 
en  ce  point. 

Quoique  le  nombre  des  solutions  boit  pair, 
le  problème  est  toujours  possible. 

182.  Problème  XXI.  Mener  une  tangente 
à  une  circonférence ,  qui  fasse  un  angle  donné 
avec  utie  droite  donnée  ? 
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Solution.  Par  un  point  quelconque  pris 
sur  la  droite  donnée,  menez  deux  droites 
faisant,  avec  la  première,  un  angle  égal  à 
l'angle  donné;  menez  des  tangentes  parallèles 
à  ces  droites  (181),  vous  aurez  quatre  tangentes 
dont  chacune  satisfait  à  ce  qui  est  demandé  ; 
lorsque  l'angle  donné  est  droit ,  il  n'y  a  que 
deux  tangentes,  mais  le  problème  est  toujours 
possible  ;  les  quatre  tangentes  forment  un  pa- 
rallélogramme dont  les  côtés  touchent  le  cer- 
cle ;  on  dit  dans  ce  cas  que  le  parallélogramme 
est  circonscrit  à  la  circonférence,  et  que  celle- 
ci  est  inscrite  au  parallélogramme. 

Les  quatre  points  de  contacts  sont  les  som- 
mets d'un  parallélogramme  rectangle. 

183.  [Fig.  38.)  Pboblème  XXlI.  Trouver 
un  point  I  tel  qu'en  s'y  plaçant,  on  aperçoive 
la  circonférence  sous  l'angle  donné  BIA? 

Solution.  Menez  deux  rayons  faisant  un 
angle  ACB  égal  au  supplément  de  l'angle 
donné,  et  les  deux  tangentes  AI,  BI,  qui' se 
rencontrent  au  point  I.  Du  point  C,  comme 
centre,  et  du  rayon  CI,  décrivez  une  circon- 
férence, chacun  de  ses  points  remplit  la  con- 
dition exigée;  ainsi,  le  lieu  géométrique  du 
point  cherché  est  une  circonférence  concen- 
trique à  celle  qui  est  donnée. 

Lorsque  l'angle  donné  est  droit ,  l'arc  con- 
vexe est  un  quart  de  cercle,  et  l'arc  concave 
les  trois  quarts  du  cercle. 

184.  (Fig.  38.)  Problême  XXIII.  Quelles 
sont  les  droites  les  plus  courtes  et  les  plus 
longues  que  l'on  puisse  mener  d'un  point  ex- 
térieur I  à  la  convexité  et  la  concavité  d'un 
cercle  ? 

Solution.  Par  le  point  I ,  menez  la  sécante 
diamétrale  INCM,  et  les  tangentes  IA,  IB. 
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IN  est  Je  chemin  le  plus  court  pour  aller  à  la 

convexité. 

IA  est  le  chemin  le  plus  long  pour  aller  à  la 
convexité ,  et  le  plus  court  pour  aller  à  la 
concavité. 

IM  est  le  chemin  le  plus  long  pour  aller  à  la 
concavité. 

Eu  effet ,  soient  O,  P,  deux  points  quelcon- 
ques pris  l'un  sur  la  convexité ,  et  l'autre  sur 
la  concavité ,  on  a 

CO+OI>CN+NI 
CA-4-AI>CO  +  OI; 
ôtant  de  part  et  d'autre  les  rayons  CA,  CO? 
CN,  il  reste  les  inégalités  OI>NI, 

Al>OI; 

on  a  de  même  IM=C1 + CM = CI  +  CP  > lPj 
donc  IM>IP. 

Les  deux  triangles  PCI ,  ACI ,  ont  les  cotés 
CP,  CA  égaux;  le  côté  Cl  en  commun  ;  mais 
l'angle  compris  ACI  est  plus  grand  que  l'angle 
PCIj  donc  AI  <  PI  (70). 

Il  résulte  de  ceci,  que  la  portion  extérieure 
NI  de  la  sécante  diamétrale,  est  un  chemin 
minimum ,  et  toute  la  sécante  est  un  chemin 
maximum^  la  tangente  est  à  la  fois  un  maxi- 
mum pour  la  convexité  ,  et  un  minimum  pour 
la  concavité. 

Cette  propriété,  et  celle  qui  est  donnée 
n°.  1 15,  peuvent  se  ramener  à  un  seul  énoncé , 
lorsqu'on  établit  les  définitions  qui  suivent  : 

i°  Un  point  X,  situé  entre  les  extrémités 
M,  N,  d'une  droite,  la  partage  en  deux  seg- 
mens  MX,  XN,  dont  la  somme  est  égale  à  la 
W;ueur  de  la  droite;  ces  segmcns  sont  dits 
tàditifs. 

*°  Un  point  I,  situé  d'un  même  côté  des 

7* 
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deux  extrémités  M,  N,  d'une  droite,  la  partage 
en  deux  segmens  IM,  IN,  dont  la  différence 
est  égale  à  la  droite  ;  ce?  segmens  sont  dits 
soustractifsé 

Cela  admis,  on  voit  qu'en  prenant  un  point 
sur  un  diamètre,  les  deux  segmens  formés  par 
ce  point  sur  le  diamètre,  donnent,  l'un  un 
maximum ,  et  l'autre  urt  minimum. 

On  nomme  distance  d'un  point  à  une  cir- 
conférence, le  plus  court  chemin  pour  aller  à 
cette  circonférence. 

185.  (Fig.  39*)  Problème  XXIV.  Trouver 
un  point  également  distant  de  deux  droites 
données  EAB ,  DAC? 

Solution.  Menez  la  droite  EAM  qui  divise 
l'angle  BAC ,  et  son  opposé  au  sommet  DAG , 
en  deux  parties  égales  ;  menez  encore  la  droite 
NAO  qui  divise  les  angles  adjacens  en  deux 
parties  égales;  chaque  point  de  oes  deux 
droites  satisfera  à  la  question.  En  efFet,  soit 
M  un  de  ces  points  ;  abaissant  les  perpendicu- 
laires MR,  MS,  on  formera  deux  triangles 
rectangles  MAR,  MAS,  égaux,  comme  ayant 
une  bypothénuse  commune  et  les  angles  égaux; 
donc  les  perpendiculaires  MR,  MS,  sont  égales  ; 
les  deux  droites  perpendiculaires  sont  donc 
les  lieux  géométriques  du  point  cherché* 

Les  points  non  situés  sur  ces  droites  ne  sa- 
tisfont point  à  la  question. 

186.  Problème  XXV.  (  Fig.  4o,  )  Etant 
données  les  trois  droites  LM,  J>iO,  PQ, 
trouver  un  point  I  également  distant  des  troit 
droites  LM,  KO,  PQ? 

Solution.  Partagez  les  angles  A,  B,  G,  et 
leurs  adjacens  en  deux  parties  égaies,  on 
obtiendra  six  droites,  dont  les  intersections 
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satisfont  au  problème.  En  effet,  considérons 

les  deux  droites  CI  et  BI  dan»  l'intérieur  du 

triangle;  abaissons  les  trois  perpendiculaires 

IF,  1G,  1K;  on  aura  IF^IG^IK  (i85), 

donc  IF  ?=  IG  =  IK  ;  ainsi  le  point  1  satisfait 

au  problème.  Menons  la  droite  Al  ;  les  deux 

triangles  rectangles  AIF,  AIR,  ayant  l'hypothé- 

nuse  en  commun  et  les  côtés  IF,  JR,  égaux, 

sont  égaux;  donc  l'angle  FAI^RAlj  ain»î 

la  droite  qui  divise  l'angle  A  en  deux  parties 

égales  passe  aussi  par  le  point  I  :  où  démontre 

de  Même  que  les  six  droites ,  passant  par  groupe 

de  trois  par  les  nie  me  s  points,  ne  donnent 

que  quatre  points  d*interseetion ,  dont  un 

seul  est  dans  l'intérieur  du  triangle»  les  trois 

autres  R ,  R',  R",  sont  hors  du  triangle* 

Ce  problème  est  identique  à  oelui-çi  ;  rte* 

ner  un  cercle  qui  soit  tangent  à  trois  droites 

données ,  car  si  du  point  Icomme  centre  ,  et 
du 

rayon  IF,  on  décrit  un  cercle,  il  touchera 
les  trois  côtés  du  triangle;  il  en  esft  de  même 
du  cercle  décrit  du  centre  R  avec  h  rayon 
R0|  on  peut  donc  mener  quatre  cercles  qui 
touchent  trois  (frottes  ;  celui  qui  est  intérieur 
se  nomme  cercle  inscrit  ai  triangle  ,  et  le 
Sangle  est  dit  circonscrit  au  cercle* 

U  y  a  en  général  q  uatre  solutions ,  nombre 
pair  (179).  -.M-r  ■ 

Il  y  a  deux  solutions  lorsque  deux  des 
droites  sont  parallèles ,  et  aucune  solution 
lorsque  les  trois  droites  sont  parallèles  ;  lorsque 
les  trois  droites  passent  par  lé  même  point,  le 
cercle  se  réduit  à  ce  point. 

187.  Problème  XaVI.  (Fiç.  fa.)  Trouver 
point  qui  soit  également  distant  du  point 
donné  F  et  de  la  droite  donnée  :LN? 
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Solution.  Abaissez  la  perpendiculaire  FT  ; 
il  est  évident  que  le  point  milieu  À  satisfait 
à  la  question  ;  mais  il  y  a  encore  une  infinité 
d'autres  points  qui  remplissent  la  condition 
exigée.  En  effet,  soit  pris  un  point  quelcon- 
que P  sur  la  droite  FT  ;  menez  une  paral- 
lèle à  LN  ;  du  point  F  comme  centre  et  d'un 
rayon  égal  à  PT,  décrivez  une  circonférence 
qui  coupera  la  parallèle  en  deux  points  M  et 
M'  qui  satisfont  au  problème.   Abaissez  la 
perpendiculaire  MG  ,  Ton  a  par  construction 
MF  =  PT  ;  or  PT  =  MG  ;  donc  MF  =  MG; 
si  Ton  prend  les  points  P,  P,  P,  très-rappro- 
chés  ,  les  points  M ,  M ,  M  ,  seront  aussi  rap- 
prochés ,  et  les  concevant  réunis  par  une  ligne, 
on  obtient  la  courbe  tracée  dans  la  figure  , 
qui  est  connue  sous  le  nom  de  parabole.  Elle 
n'est  pas  fermée  ,  et  s'étend  à  1  infini  en  s'éloi- 
goant  de  pliis  en  plus  de  la  ligne  FTP  nom- 
mée axe.  Ne  pouvant  être  tracée  d'une  ma- 
nière continue  par  le  compas,  cette  courbe  n'est 
pas  géométrique  (  î  60).  Mais  il  existe  un  procédé 
mécanique  très-simple  pour  la  tracer  ;  après 
avoir  placé  une  règle  sur  la  ligne  fixe  NL  ,  on 
applique  le  côté  KL  d'une  équerre  contre  la 
règle  ;  on  prend  un  fil  égal  en  longueur  au 
second  côte  LM'  de  I'équerre  ;  on  attache  une 
de  ses  extrémités  au  point  fixe  F  et  l'autre  au 
sommet  M;  de  i'équerre  ;  on  meut  celle-ci 
le  long  de  la  règle  jusqu'à  ce  que  le  fil  soit 
tendu  j  il  est  évident  que  dans  cette  position 
le  sommet  M7  de  I'équerre  sera  également  dis- 
tant de  F  et  deLN;  maintenant  faisant  glis- 
ser réquerrc  le  long  de  la  règle  vers  T  ,  le  fil 
sis  '  1  <el)dclic*  1  -a  ;  mais  en  le  tenant  toujours  tendu 
et  appliqué  contre  le  côté  LM'  à  laide  d'un 
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style ,  Je  fil  et  le  côté  de  l'équerre  se  raccour- 
cissant toujours  de  la  même  longueur ,  la 
pointe  du  style  reste  toujours  également  dis- 
tante du  point  F  et  de  la  droite  ;  il  décrira 
donc  un  arc  de  parabole  ;  plus  le  côté  de 
Téquerre  sera  long,  et  plus  cet  arc  sera  grand: 
on  s'y  prend  de  la  même  manière  pour  dé- 
crire Tare  symétrique  situé  de  l'autre  côté  de 
l'axe. 

On  a  donné  le  nom  de  directrice  à  la  droite 
LN ,  parce  qu'elle  dirige  le  mouvement  de 
lequerre  ;  une  propriété  optique  a  fait  donner 
le  nom  de  foyer  au  point  F  ,  et  de  rayon  vec- 
teur à  la  droite  FM. 

11  est  très-facile  de  démontrer  i°  qu'un 
point  situé  dans  l'intérieur  de  la  parabole  est 
plus  près  du  foyer  que  de  la  directrice  ; 
^qu'un  point  situé  hors  de  la  parabole  est  plus 
près  de  la  directrice  que  du  foyer  ;  3°  que  la 
droite  MI,  qui  divise  Y  angle  GMF  en  deux  par- 
tieségales,  et  qui  est  par  conséquent  perpendicu- 
laire à  GF  ,  a  tous  ses  points  ,  à  l'exception  du 
point  unique  M,  plus  près  de  la  directrice  que 
du  foyer;  que  cette  droite  a  donc  tous  ses 
points  hors  de  la  parabole  ,  à  l'exception  de 
M,  qui  est  sur  la  courbe  ;  que  par  consé- 
quent cette  droite  est  tangente  à  la  parabole. 

Cette  courbe  est  celle  que  décrivent  les  pro- 
jectiles lancés  dans  le  vide. 

Si  la  directrice  passejpar  le  foyer,  la  parabole 
se  réduit  évidemment  à  son  axe.  (Note  3.) 

188.  Problème  XXVII.  {Fig.  4i.)  Décrire 
un  cercle  qui  passe  sur  le  point  donné  F,  et 
touche  la  droite  LN  en  un  point  G  ? 

Solution.  Menez  GF  ;  élevez  en  G  une  per- 
pendiculaire à  LN  et  une  autre  sur  le  milieu 
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de  GF  ;  le  point  d'intersection  M  sera  le  cen- 
tre du  cercle  demandé. 

Nous  reprendrons  plus  loin  la  suite  de  ces 
problèmes ,  en  ce  qui  concerne  les  contacts  des 
cercles  et  des  droites. 

Mesure  des  surfaces  ou  aires. 

189.  Nous  appelons  unité  des  mesures  su- 
perficielles, ou  simplement  unité  superficielle 
l'étendue  superficielle  d'un  carré  qui  a  pour 
côté  l'unité  de  longueur;  ainsi,  dans  le  sys- 
tème métrique  aujourd'hui  en  usage  ,  l'unité 
superficielle  est  l'étendue  en  surface  d'un 
carré,  dont  le  côté  a  1  métré  de  longueur  5 
ou ,  par  abréviation ,  le  mètre  carré  ;  dans 
l'ancien  système,  c'était  la  toise  carrée  qui 
servait  d'unité  de  superficie. 

190.  Nous  appelons  aire  dune  surface  le 
nombre  d'unités  superficielles  qu'elle  con- 
tient. On  dira,  par  exemple  ,  que  l'aire  de  tel 
triangle  ,  ou  de  tel  cercle  ,  est  de  120  mètres 
carrés;  alors  on  entend  que  ce  triangle  ,  que 
ce  cercle  contient  120  fois  le  mètre  carré.  Il 
ne  faut  donc  pas  confondre  les  deux  expres- 
sions surface  et  aire  /  la  première  exprime  un 
espace  quelconque,  comme  limite  d'un  vo- 
lume (4  )  5  la  seconde  considère  cet  espace  re- 
lativement à  l'unité  ;  par  exemple ,  l'espace 
plan  renfermé  entre  les  deux  cotés  indéfini- 
mept  prolongés  d'un  angle,  est  une  surface 
qui  n'a  pas  a'aire  ;  il  n'y  a  que  des  es j> aces 
fermés  t  limités  de  toutes  parts  ,  qui  puissent 
avoir  une  aire.  Toutefois,  dans  le  discours, 
on  se  sert  habituellement  et  sans  inconvénient 
de  l'expression  surface  pour  désigner  une  aire; 
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ainsi,  clans  l'exemple  cité,  on  dira  que  le 
triangle  a  120  mètres  carrés  de  surface. 

191.  Deux  surfaces  égales,  c'est-à-dire  qui 
étant  placées  Tune  sur  l'autre  se  recouvrent 
entièrement  ,  ont  évidemment  la  même  aire. 
Mais  deux  surfaces  qui  ont  la  même  aire  peu- 
vent être,  mais  ne  sont  pas  nécessairement 
égales  ;  ainsi ,  un  cercle  et  un  triangle  peuvent 
avoir  même  aire,  et  toutefois  le  cercle  ne  peut 
pas  couvrir  le  triangle.  L'égalité  d'aires  n'en- 
traîne donc  pas  l'égalité  par  superposition. 
*our  les  distinguer  l  on  a  donné  le  nom  de 
surfaces  équivalentes  à  celles  qui,  sans  être 
égales,  ont  la  même  aire;  ainsi,  deux  surfaces 
égales  sont  toujours  équivalentes ,  mais  la  ré- 
ciproque n'est  pas  toujours  vraie. 

Aire  des  rectangles. 

192.  Bans  un  parallélogramme  rectangle,  on 
appelle  les  deux  côtés  adjacens,  l'un  la  base  , 
et  1  autre  la  hauteur  du  rectangle.  Il  est  évi- 
dent que  deux  rectangles ,  qui  ont  des  bases 
égales  et  des  hauteurs  égales,  sont  égaux  et 
par  conséquent  équwalens. 

*93.  {Fig.  4^.)  Les  aires  de  deux  rectangles 
A»V4U,  AliEF,  de  même  base ,  sont  entre  elles 
comme  leurs  hauteurs  ;  autrement  le  grand 
Rectangle  contient  le  petit  autant  de  fois  que 
,a  grande  hauteur  contient  la  petite  ;  en  effet, 
suPposons  que  Ton  ait  la  proportion  AC  .* 
:  :  3  :  10. 

Divisant  AE  en  10  parties  égales  ,  AC  en 
^ûtiepdra  3  ;  en  menant  par  les  points  de  di- 
^ïon  des  parallèles  à  la  base  commune  AB  , 
°n  partagera  le  grand  rectangle  eu  10  rectal 
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gles  égaux ,  dont  le  petit  rectangle  AD  en 
contient  3;  on  aura  donc  ABCD  :  ABEF  :  : 
3  :  io. 

Les  aires  sont  donc  dans  le  même  rapport 
que  les  hauteurs;  et  cette  proposition  existe 
lors  même  que  le  rapport  entre  les  hauteurs 
ne  peut  s'exprimer  exactement,  mais  seule- 
ment par  des  limites.  On  fera  les  raisonne- 
mens  analogues  à  ceux  qui  ont  été  développés 
aux  n08.  i4i  etsuivans  au  sujet  de  la  mesure 
des  angles. 

194.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  devons 
remarquer  que  par  le  mot  rapport  entre  deux 

Îf nantîtes,  nous  entendons  le  nombre  entier, 
ractionnaire,  commensurable  ou  non  ,  qui 
désigne  combien  de  fois  la  seconde  quantité 
ou  le  conséquent  contient  la  première  ou  l'an- 
técédent :  ainsi ,  par  rapport  du  diamètre  à 
la  circonférence  ,  nous  entendons  le  nombre 
de  fois  que  la  circonférence  contient  son  dia- 
mètre ;  cette  espèce  de  rapport  est  le  seul 
dont  on  fasse  usage  en  géométrie,  aussi  le 
désigne-t-on ,  même  dans  les  traités  d'arithmé- 
tique, sous  le  nom  de  rapport  géométrique* 
Les  deux  ternies  d'un  rapport  doivent  être 
exprimés  en  même  espèce  d'unités;  ainsi,  il 
serait  absurde  de  comparer  une  longueur  à 
une  aire;  mais  dans  une  proportion  qui  n'est 
autre  chose  que  l'égalité  de  deux  rapports, 
l'unité  du  premier  rapport  peut  n'être  pas 
la  même  que  celle  du  second.  Ainsi ,  entre 
deux  aires  ,  il  peut  exister  même  rapport 
qu'entre  deux  longueurs.  Nous  en  avons  un 
exemple  ci-dessus  (193).  Les  rapports  étant 
des  nombres ,  on  peut  établir  un  rapport  entre 
des  rapports;  quoique  ces  notions  appartienent 
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à  l'arithmétique ,  nous  en  faisons  mention 
parce  qu'il  est  important  de  se  les  rappeler. 

195.  {Fig.  fyi.  )  Soient  les  deux  rectangles 
ACGH,  AEFB  ,  de  bases  et  de  hauteurs  diffé- 
rentes, on  peut  toujours  les  concevoir  placés 
comme  on  le  voit  dans  la  figure  ;  en  prolon- 
geant CG  jusqu'en  D  ,  on  formera  un  troisième 
rectangle  ABDG,  auquel  on  peut  comparer 
chacun  des  rectangles  donnés  (193);  ce  qui 
fournit  les  deux  proportions  : 

ACGH  :  ABDG  ::  AH  :  AB; 

car  ils  ont  le  côté  commun  AG  (  19$)  j 

AEFB  :  ABDG  :  :  AE  :  AG  ; 

car  ils  ont  le  côté  commun  AB  (193);  d'où 
l'on  tire 

AffH    AFFR     AH  AB    AH  AE 

Ainsi  Y  aire  du  premier  rectangle  est  à  celle 
du  second,  comme  la  première  base,  divisée 
par  la  seconde,  est  à  la  seconde  hauteur,  di- 
visée parla  première;  ou  comme  le  rapport 
direct  des  bases  au  rapport  renversé  ou  in- 
verse des  hauteurs. 

196.  [Fig.  43.)  Pour  trouver  Taire  du  rec- 
tangle ABCD,  on  cherche  combien  de  fois  l'u- 
nité linéaire  (le  mètre)  est  contenue  dans  la 
base  AB ,  ce  qui  donne  un  premier  nombre  ; 
ensuite  combien  de  fois  elle  est  contenue  dans 
la  hauteur  AG ,  ce  qui  donne  un  second  nom- 
bre; le  produit  de  ces  deux  nombres  exprime 
l'aire  du  rectangle.  Supposons  d'abord  que 
AB  et  AC  contiennent  le  mètre ,  des  nombres 
entiers  de  fois  ;  que  l'on  ait 

AB  =  4  mètres  f 
AC  =  6  mètres, 

8 
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en  menant  pir  les  points  de  divisions  de 
hauteur  des  parallèles  à  la  base  et  par  les 

[>oints  de  divisions  de  la  base  des  parallèles  à 
a  hauteur ,  on  décompose  le  rectangle  èn  ^4 
carrés  égaux)  donc  Taire  du  rectangle  est  égale 
à  24  mètres  carrés.  Ce  résultat  ne  dépend  pas 
des  nombres  entiers  que  Ton  a  choisis. 

i3 

Si  AB  =  4  j  =  —  mètres , 

AG  =t  5  f  =  —  mètres. 

7 

Concevons  que,  sans  toucher  à  là  hauteur, 
on  triple  la  base,  on  aura  un  second  rectangle 
ayant  pour  base  i3  mètres ,  et  l'aire  sera  trois 
fois  cieJle  du  rectangle  ABCD  (  193).  Si ,  avec 
cette  base  triple ,  on  rend  \k  hauteur  7  fois 
plus  grande,  on  aura  un  troisième  rectangle 
ayant  3-J  mètres  de  hauteur  et  13  thètres  de 
brtse,  et  dôttt  Taire  contiendra  7  fois  cëlle  du 
second,  et  par  conséquent  3X7  =  21  ^°*s 
celle  du  rectangle  dôhnë  ABCD;  or,  le  troi- 
sième rectangle  a  pour  aire  t3x3^  mètres 
carrés;  donc  le  rectangle  ABCD  atkra  f>our  aire 

^  ^LËl  mètres  carrés  ou  *_3  X  —  ,fc'eét-à-dire 
3X  7  3      7  t 

le  nombre  de  mètres  de  la  base  multipliée  par 
celui  de  la  hauteur  ;  d'où  Ton  conclut  cette 
règle  1  Taire  d'un  rectangle  est  égale  au  pro- 
duit du  nombre  de  mètres  de  sa  base  par 
celui  de  sa  hauteur  ;  et  ordinairement ,  en 
s'exprimant  d'une  manière  abrégée ,  on  dit 
que  Vaire  cCun  rectangle  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  hauteur;  mais  il 
faut  toujours  sous-entendre  le  nombre  de 
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Mètres  de  sa  base,  etc.  Cette  locution  ellip- 
tique est  adoptée  pour  toutes  les  évaluations 
des  surfaces  :  nous  n'en  répéterons  plus  l'ob- 
servation. 

L'aire  d'un  carré  est  donc  éjjale  à  son  côté 
multiplié  par  lui-même.  De  \k  vient  qu'en 
arithmétique  cette  sorte  de  produit  >  d'un 
nombre  par  lui-même  ,  porte  le  nom  de  carré. 

Les  aires  des  rectangles  sont  donc  entre  elles 
comme  les  produits  de  leurs  bases  par  leurs 
hauteurs  «  c'est  aussi  ce  qu'on  peut  conclure 
directement  (içS);  car  les  quatre  longueurs 
AB,  AH,  AC,  AE,  étant  rapportées  à  l'unité 
de  mesure,  elles  sont  exprimées  en  nombre; 

AH  AE 

et  l'on  a  ACGH  :  AEFB  ::  AH  X 

AJB  AL 

AC  :  AB  X  AE. 

Il  est  reçu  en  géométrie  qu'on  peut  dire  in- 
différemment produit  de  deux  lignes  ou  rec- 
tangle de  deux  lignes;  par-là  on  entend  l'aire 
du  rectangle  qu'on  aurait  en  prenant  ces  deux 
lignes  pour  côtés  adjacens. 

197.  C'est  surtout  dans  l'évaluation  numé- 
rique des  surfaces  qu'on  reconnaît  les  grands 
avantages  du  nouveau  système  métrique  sur 
celui  qui  l'a  précédé  :  nous  allons  parler  du 
premier  et  ensuite  du  dernier,  dont  on  peut 
encore  souvent  avoir  besoin. 


Nouveau  système  métrique  ;  surfaces. 

Ce  système  est  renfermé  dans  les  deux  ta- 
bleaux suivans  : 

i°  Le  millimètre  carré  =  un  carré  dont  le 
côté  a  un  millimètre  de  longueur. 
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2°  Le  centimètre  carré  =  un  carré  dont  le 
côté  a  un  centimètre  de  longueur. 

3°  Le  décimètre  carré  =  un  carré  dont  le 
côté  a  un  décimètre  de  longueur. 

4°  Le  mètre  carré  =  un  carré  dont  le  côté 
a  un  mètre  de  longueur. 

5°  L'are  =  un  carré  dont  le  côté  a  dix  mè- 
tres de  longueur. 

6°  L'hectare  =  un  carré  dont  le  côté  a  cent 
mètres. 

I  va  c  —  j QQcléci  c  —  1 0000cen^  c  *"""*  1 00000OTïun  c 

Idéci  c=  TOOcenli  c  =  IOOOOccnti  c 
I  ccnti  c  —  |  oQinm  c 

i  are  =  i  oom  c 

i  hectare  =  ioo  ares  =  ioooom  c 

Dans  ce  tableau ,  m  c  désigne  le  mètre  carré , 
dêcic  je  décimètre  carré,  etc. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'éva- 
luer un  espace  rectangulaire  ayant  ces  dimen- 
sions : 

ii5m,i6  hauteur. 
i23m,24base. 
Le  produit  de  ces  deux  nombres  est 

i5437m  c,o4^4  î 
ainsi  l'aire  cherchée  renferme  i5437  mètres 
carrés  et  g  d'un  mètre  carré,  ou  bien  4^4 
centimètres  carrés,  ou  4  décimètres  carrés  et 
^4  centimètres  carrés  :  si  c'est  un  champ ,  on 
Té  value  en  hectares  ;  ainsi  il  contient  1  hectare 

5437mc,o4^4;  ou  €n  prenant  l'hectare  pour 
unité,  et  négligeant  les  parties  trop  petites, 
on  aura  ihect-,5437. 
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Ancien  système  métrique;  surfaces. 

La  toise  carrée  i TT  est  un  carré  dont  le 
côté  a  une  toise  de  longueur. 

Le  pied  carré  ou  ip^est  un  carré  dont  le 
côté  a  un  pied  de  longueur. 

Le  pouce  carré  ou  ipp  est  un  carré  dont  le 
côté  a  un  pouce  de  longueur. 

La  ligne  carrée  ou  in  est  un  carré  dont  le 
côté  a  une  ligne  de  longueur. 

Le  point  carré  ou  i  F1  Pu  est  un  carré  dont  le 
côté  a  un  point  de  longueur. 

Pour  faciliter  les  calculs,  on  a  été  obligé 
d établir  encore  les  subdivisions  suivantes  : 

Une  toise-pied  ou  iTP  est  un  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  un  pied  de  hauteur. 

Une  toise-poiice  ou  iTPestun  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  un  pouce  de  hauteur. 

Une  toise-ligne  ou  iTI  est  un  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  uue  ligne  de  hauteur. 

Une  toise-point  ou  i  est  un  rectangle  qui 
a  une  toise  de  base  et  un  point  de  hauteur. 

D'où  Ton  conclut  : 

iTT  _  36pP  _  5l8£pp  =6TP=  72TP 
Ipp=  I44PP  =fn>  =  2TP 

ipp  =  i44ll  =  2Tpt& 
'  1"  =  i44ppts 

I TP  =  x  2TP  _  JL  TT—  gPP  _  864PP 
iTp—  î2T1  =  ^PP=72PP 

iT1  =  i2tp^  =  6pp  =  864u 
1  Tpt.  —  i.  Pp  =  7ait 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'éva- 
luer l'aire  d'un  rectangle  ayant  : 

J0T.4P.  6p.  3'.  aPkhleu'  ;  3T!4p.oP.7,,,llp"basef 

8* 
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On  peut  réduire  les  deux  facteurs  en  points  ; 
multiplier  les  nombres  ensemble,  et  on  aura 
pour  produit  des  points  carrés.  On  divise  ce 
produit  par  i44  pour  avoir  les  lignes  carrées; 
on  divise  ce  premier  quotient  encore  par  i44> 
on  aura  les  pouces  carrés  ;  le  deuxième  quo- 
tient encore  par  i44,  on  aura  les  pieds  carrés  , 
et  ensuite  ce  troisième  quotient  par  36,  ou 
obtiendra  4  toises  carrées;  et,  faisant  atten- 
tion aux  restes ,  on  saura  combien  le  rectangle 
contient  de  toises  carrées,  de  pieds  carrés  ,  de 
pouces  carrés,  etc.;  mais  cette  méthode  est 
extrêmement  pénible  à  cause  des  grands 
nombres  qu'il  faut  multiplier  ensemble  et  des 
fréquentes  divisions  qu'il  faut  faire;  on  pré- 
fère le  procédé  suivant,  qui  permet  l'emploi 
si  commode  des  parties  aliquotes.  Le  multi- 
plicateur, dans  l'exemple  donné,  renfermant 
cinq  espèces  d'unités,  on  conçoit  le  rectangle 
décomposé  d'abord  en  5  rectangles,  ayant 
mêmes  hauteurs  que  le  rectangle  total,  et  pour 
bases 


base. 

hauteur. 

,er 

rectangle  3T 

io.  4-  6.3.  a 

(A) 

2e 

4P 

idem. 

(B) 

OP 

idem. 

(C) 

4e 

71 

idem 

(») 

5« 

I  Ipts 

idem. 

(E) 

et  il  est  évident  que  la  somme  des  aires  de 
ces  rectangles  est  égale  à  Taire  cherchée. 

Maintenant ,  il  s'agit  de  décomposer  chacun 
de  ces  5  rectangles  en  une  suite  d'autres  ,  tels 
que  1  aire  de  l'un  puisse  toujours  servir  à  cal- 
culer facilement  l'aire  du  rectangle  suivant  ;  ce 
qui  est  facile  en  considérant  que  les  subdivi- 
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sions  de  ia  toise  carrée ,  en  toises-pieds ,  toises- 
pouces  ,  etc.  ,  sont  les  mêmes  que  celles  de  la 
toise  simple  en  pieds,  pouces,  lignes;  par 
conséquent  on  peut  employer  les  mêmes  parties 
aliquotes. 
Faisant  le  calcul  du  rectangle  A 

3 

1 . 3  TP  pour  3p  =  tt  ;  rect.  de  3*  sur  j  t 

o.3  ipss±3P;rect.de3Tsuril> 
0.  i.6Tp  6p^=fp 
0.0. 0.9TI  31=^6p 

O.  O.  O.  O.  ÔTpU        ap's  =  7:5-31 

La  somme  de  ces  5  rectangles  donne  le  rectan- 
gle A; 
Venons  au  rectangle  (  B  ) 
10T.4P.  6p.  31.  2P'»  =  H 
0.4 

**'  ■     - .  -   

5TT.  2TP.3TP.  iTl.  7TPk  pour  3P  =e  \ t  ;  rect.  de 

Hsur^T 

De  ce  dernier  rectangle,  on  déduira  celui 
qui  a  pour  hnuteur  H  et  pour  base  i  pouce; 
on  s'en  servira  comme  rectangle  auxiliaire 
pour  calculer  Taire  de  H  sur  6  lignes  ,  et  ainsi 
de  suite  ;  mais  au  lieu  de  faire  ces  calculs  isolé- 
ment, on  les  fait  ensemble,  en  les  disposant 
de  la  manière  suivante,  et  en  procédant  comme 
en  arithmétique  : 
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IO.    4'    6.    3.  2. 


3oTT 
(3?)  1.3" 
o.3 

A  l  (6*)    o.  i.6tp 

o.  o.  o.  9TI 
o.o.o.  o.  6TPto 

«  I   3P     5.  i.  3. 1.7 
B  1     -  1.4.9.0.6^ 


n  f   61  o.o.5.4.6f| 

0.00. I0.97& 

O.  0.0.5.4^1 

o.  o.  0.2.8-^Vîr 
o.o.o.2.9ffff 


39TT,3TP.3TPoT1.8Tp|4|o 

6  .6 


39TT.  ,8TT.0PP 

1     •  n  5i«T 


9 


39".  i9PP.4ppfrHTpU=39TT.  1  9pp4pp.67u.  1  opp" 
Le  rectangle  G  est  nul. 

On  a  réduit  les  TP  et  les  TP  enPP,  en  multipliant 
les  uns  par  6  et  les  autres  par  \  \  de  même 
pour  réduire  les  toises-lignes  et  les  toises- 

Ïiouces  carrés  [voyez  le  tableau  ,  page  89).  Si 
'on  avait  à  réduire  3TP .  5TP .  7Tl .  5pu  ,  on  dis- 
poserait ainsi  le  calcul  : 
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CTT  .  3  TP  .  5Tp  #  7TI  #  5TPU 

6    .f  .6  ; 

oTT.i8pp.72PP.92u 

3 


O  .  20PP.Il6PP.72U 

car  la  moitié  de  ipp  vaut  yaPP. 

Il  est  facile  déjuger,  d'après  cet  exemple, 
combien  est^pénible  le  calcul  des  aires  d'après 
l'ancien  système  ;  tandis  qu'il  ne  présente  au- 
cune difficulté  dans  le  nouveau  système;  il  est 
même  souvent  plus  expéditif  de  réduire  d'a- 
bord les  toises,  pouces,  etc.,  en  mètres, 
faire  le  calcul  des  aires,  d'après  ce  système, 
sauf  à  réduire  ensuite  les  mètres  carrés  en 
toises  carrées,  pieds  carrés,  etc. ,  lorsqu'on  eu 
a  besoin.  [Voir  table  3.  ) 


Aires  des  triangles;  rapport  de  ces  aires 

entre  elles. 

198.  On  nomme  hauteur  d'un  triangle,  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  sommet  sur  le 
côte  opposé,  qui  prend  le  nom  de  base\  cha- 
cun des  côtés  pouvant  servir  de  base  ,  il  s'en- 
suit que  tout  triangle  a  trois  hauteurs  et  trois 
bases  correspondantes  ;  dans  le  triangle  rec- 
tangle ,  deux  de  ces  hauteurs  se  confondent 
avec  les  côtés  de  l'angle  droit  ;  quand  le  trian- 
gle est  isoscèle,  deux  de  ces  hauteurs  sont 
égales  ,  et  réciproquement  ;  les  trois  hauteurs 
sont  égales  dans  Je  triangle  équilatéral  ;  dans 
tout  autre  cas  ,  elles  sont  inégales. 

Dans  le  triangle  isoscèle,  les  trois  hauteurs 
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se  rencontrent  évidemment  en  un  même  point. 
Nous  démontrerons  que  cette  propriété  est 
commune  à  tous  les  triangles.  Ce  point  de 
rencontre  est  situé  dans  l'intérieur  d'un  trian- 
gle acutangle ,  sur  le  sommet  de  l'angle  droit 
dans  les  triangles  rectangles  et  au  dehors 
lorsqu'il  y  a  un  angle  obtus. 

199.  (Fig.fô.)  Vaire  du  triangle  rectangle 
ABC  est  égale  à  la  moitié  du  produit  des 
deux  côtés  AB  ,  AC ,  de  l'angle  droit.  Car  le 
triangle  est  la  moitié  du  rectangle  ABCD. 

Si  AB  =  4  mètres, 
AC  =  6  mètres, 
l'aire  du  triangle  rectangle  ABC  est  de  12 
mètres  carrés. 

200.  lïaire  du  triangle  quelconque  ABC 
est  égale  à  la  moitié  du  produit  dune  base 
AB  par  la  hauteur  correspondante  CD. 
(Fig.  43  bis.  ) 

Le  triangle  ABC  est  la  somme  des  deux 
triangles  rectangles  ACD,  BCD;  Taire  du 
triangle  rectangle  ACD  est  égale  à  \  ADxCD  ; 
celle  du  triangle  rectangle  JBCD  est  égale  à 
^BD  X  CD  ;  donc  aire  ACD:=  ^CD  (AD+BD) 
=^CD.AB. 

20 1 .  Si  A  ou  B  est  obtus ,  le  point  D  tombe 
hors  du  triangle  ACB qui  est  alors  égal  à  la  dif- 
férence de  deux  triangles  rectangles  ;  ce  qui 
ne  change  rien  à  la  conclusion  de  la  propo- 
sition précédente,  on  conclut  immédiatement: 

i°  Dans  le  même  triangle  ,  les  bases  sont 
réciproquement  proportionnelles  aux  hau- 
teurs respectives  ,  c'est-à-dire  que  l'on  a  cette 
proportion  :  une  première  base  est  à  une  se- 
conde base  comme  la  hauteur  correspon- 
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dantè  à  cette  base  est  à  la  hauteur  correspon- 
dante à  la  première. 

2°  L'aire  d'un  triangle  est  plus  petite  que 
la  moitié  du  produit  de  deux  côtés  lorsqu'ils 
ne  sont  pas  à  atisle  droit  et  plu6  grands  que 
la  moitié  du  produit  de  deux  hauteurs. 

3°  L'aire  d  un  triangle  est  plus  petite  que 
la  moitié  de  la  racine  cubique  du  produit  des 
trois  côtés  élevés  au  carré  ;  et  plus  grande 
que  la  moitié  de  la  racine  cubique  du  produit 
des  trois  hauteurs  élevées  au  carré. 
t  4°  Lorsque  deux  triangles  ont  des  bases 
égales ,  les  aires  sopt  proportionnelles  aux 
hauteurs,  et  lorsque  les  hauteurs  sont  égales, 
les  airea  sont  proportionnelles  aux  bases. 

20a.  Lorsque  deuoç  triangles  ABC  ,  ADE, 
ont  un  angle  À  égal  ou  en  commun ,  leurs 
aires  sont  proportionnelles  aux  produits  des 
côtés  qui  comprennent  l angle.  (Fig.  44) 

Soit  menée  la  droite  CD;  comparons  les 
aires  des  triangles  ABC,  ADÈ  à  l'aire  du 
triangle  ACD  ;  les  triangles  ABC,  ACD,  ont 
pour   hauteur  commune  la  perpendiculaire 
qu'on  abaisserait  de  C  sur  Afi  ;  donc  (201.  ) 
Aire  ABC  :  aire  ACD  :  :  AB  :  AD, 
et  par  la  même  raison 
aire  ACD  :  aire  ADE  :  :  AC  AE  ;  donc 

aire  ABC  :  aire  ADE  :  :  AB  x  AC  :  AD  x  AE  s 

c.  q.  f.  d. 

Si  la  droite  BC  rencontre  DE  entre 
D  et  E  ,  la  démonstration  et  la  conclusion 
restent  les  mêmes. 

îo3.  Si  la  droite  BC  est  parallèle  à  la  droite 
DE,  les  angles  B  et  C  sont  respectivement 
égaux  aux  angles  D  et  E;  ainsi,  en  vertu  de 


Digitized  by  Google 


96  MANUEL 

la  proposition  précédente ,  on  a  aire  ABC  t 
aire  ADE  :  :  AB  x  AG .  AD X  AE  :  :  ABxBC  : 
AD  x  DE  :  :  AC  x  BG  :  AE  xDE  ; 
d'où  l'on  tire 

AC  :  BG  :  :  AE  :  :  DE  et  , 
AB  :  BC  :  :  AD  :  DE 
AB  :  AC  t  :  AD  :  AE 

2o4«  On  nomme  triangles  équiangles,  ceux 
qui  ont  leurs  trois  angles  égaux ,  chacun  à 
chacun,  et  il  suffit  pour  cela  qu'ils  aient  seule- 
ment deux  angles  égaux  ;  d'après  cette  défi- 
nition ,  les  trois  proportions  précédentes 
peuvent  s'énoncer  ainsi  :  deux  triangles 
équiangles  ont  les  côtés  opposés  aux  angles 
égaux ,  respectivement  proportionnels. 

Dans  deux  triangles  équiangles,  on  nomme 
côtés  homologues  ceux  qui  sont  opposés  à  des 
angles  égaux  ;  cette  définition  admise»  la  pro- 
portion s'énonce  ainsi  :  deux  triangles  équian- 
gles ont  les  côtés  homologues  proportionnels. 

Exemple  :  si  AB  est  la  moitié  de  AD ,  AG 
sera  la  moitié  de  AC  ,  et  BC  la  moitié  de  DE. 

2o5.  De  la  proportion  AB  :  AC  :  :  AD  :  AE, 
on  déduit  celle-ci  : 
AD—  AB:  AB  :  :  AE —  AG  :  AC,  ou  bien 

BD  :  AB  :  :  CE  :  AC. 

Cette  dernière  proportion  s'énonce  ainsi  : 
Lorsqu'une  droite  est  parallèle  à  un  côté 

à! un  triangle  ,  elle  coupe  les  deux  autres  côtés 

en  segmens proportionnels. 

Cette  proposition  a  même  lieu  lorsque  la 

Earallèle  BC  est  dans  l'angle  opposé  à  1  angle 
>AE  ;  elle  coupe  alors  les  cotés  AD ,  AE ,  pro- 
longés eu  segmens  soustractifs.  (Note  40 
ao6.  Quelque  grandeur  qu'atteigne  AD  et 
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AE  pourvu  que  la  droite  DE  reste  parallèle  à 
ol>,  Je  rapport  de  ces  grandeurs  reste  constam- 
ment égal  au  rapport  de  AB  à  £C  ;  c'est  dans 
ce  sens  que  l'on  dit,  usant  d'une  locution 
elliptique,  que  deux  quantités  infiniment 
grandes,  peuvent  avoir  entre  elles  un  rap- 
port géométrique^/»-;  il  en  est  de  même  de 
«eux  quantités  infiniment  petites. 

207.  La  proposition  précédente  (2o5)  a  une 
'cuprocjue  vraie;  lorsqu'une  droite  coupe 
amx  cotes  cVun  triangle  en  segmens  propor- 
fonnels  elle  est  parallèle  au  troisième  côté. 

ApEnAtffet'  si  ,,on  a  ,a  Proportion  AB  :BD  :: 
A^ :  AE ,  on  en  déduit  : 

AB  :  AD::  AC  :  AE 

nn?'»^  nest  pas  Para,le,e  à  DE,  alors  parle 
P»mt  a  passera  une  parallèle  qui  coupera  AE 
(n  un  point  I  différent  de  C  j  on  aura  donc  (ao5) 

AB  :  AD::  AI  ;  AE. 

tJLfaTUt  donc,que  l'on  ait  AI  =  AC  et  que  le 
P°«nt  I  se  confonde  avec  C. 

sonc0?"  r°D  énorjce  quelquefois  cette  réciproque 
"s  «a  iorme  suivante  :  deux  triangles  qui  ont 

net 2  6  egal  comPris  ent™  côtés proportion- 
donv'/?'"  équiangles.  En  effet,  soient  les 

Cle^?  t™.  AÎE  440  «yant 

t),  "    •  eSal  chacUD  a  chacun  ;  et  de  plus  la 
P'  «portion  AB  :  AD  <  :  AC  =  AE. 

On  peut  toujours  placer  les  deux  triangles 
dan?    ere  a  avoir  I'an8|e  A  en  commun  ;  et 
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l'angle  C  à  l'angle  E.  Et  en  vertu  de  la  propo- 
sition (io4),  on  aura  AB  :  AD    BG  :  DE. 

209.  La  proposition  (204)  a  une  réci- 
proque ;  savoir  ;  deux  triangles  yui  ont  les 
trois  côtés  proportionnels ,  sont  equiangles. 
En  effet,  soient  les  deux  triangles  ABC,  abc  / 
et  les  trois  proportions  AB  :  ab  :  :  AC  -ac*-  BC*  bc. 

Construisons  un  troisième  triangle  avec  les 
côtés  AB,  AC  comprenant  l'angle  0,  soit  ce 
troisième  triangle  A;B'C,  et  A  B  —  AB;  A'C'= 
AC  j  A'  ==  (i. 

On  a  donc  A'B'  A'C  -  ab  :  ac$  donc  les 
deux  triangles  A'B'C  et  abc  sont  équiangles 
(208),  et  A'B'  :  B'C'::  ab  :  bc,  ou  comme  AB:BC. 

Mais  AB  =  A'B';  donc  BC  =B'C,  ainsi  le 
triangle  A'B'C  est  égal  au  triangle  ABC  ;  donc 
ce  dernier  triangle  est  aussi  équiangle  au 
triangle  abc,  c.  q.  f.  d. 

Observation.  C'est  au  lecteur  à  construire  la 
figure  pour  cette  démonstration. 

210.  {Fig.  45.  )  Deux  triangles  DEF,  ABC, 
qui  ont  les  côtés  parallèles,  savoir,  AB  à  DE; 
AC  à  DF  }  BC  à  EF,  sont  évidemment  équian- 
gles  entre  eux  (88);  donc  les  côtés  homologues 
sont  proportionnels;  les  côtés  parallèles  sont 
homologues.  Il  est  évident  que  lorsque  deux 
triangles  sont  équiangles,  on  peut  les  placer 
d'une  infinité  de  manières  dans  une  position 
telle  que  leurs  côtés  homologues  soient  paral- 
lèles. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  dans  cette 
position  les  droites  AD,  BE,  CF,  qui  joignent 
les  sommets  des  angles  égaux  étant  prolongées 
passent  par  un  même  point  O,  qu'on  nomme 
centre  de  similitude. 

211.  (Fig.  46.)  Si  les  triangles  DEF,  ABC,  ont 
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les  côtés  perpendiculaires,  chacun  à  chacun  , 
savoir  :  DF  sur  AC  ;  DG  sur  AB  ;  EF  sur  BC  ; 
les  triangles  sont  équiangles  (98)  et  les  côtés 
perpendiculaires  sont  homologues.  Dans  toute 
autre  position  que  celle  qui  est  représentée 
dans  la  figure,  le  triangle  DEF  aurait  néces- 
sairement les  côtés  parallèles  à  ceux  du  trian- 
gle de  la  position  actuelle  ;  il  sera  dope  toujours 
équiangle  au  triangle  BAC  (210). 

212.  Enoncé  de  quelques  propositions  à 
démontrer  t 

i°  Si  dans  deux  triangles  ABC,  abc,  l'angle 
À  est  supplément  de  l'angle  a,  Taire  du  pre- 
mier triangle  est  à  celle  du  second  comme 
AB  x  AC  :  ab  X  ac. 

Si  les  aires  de  deux  triangles  sont  entre 
elles  comme  les  produits  respectifs  de  deux 
cotés  ,  les  angles  compris  sont  ou  égaux  ou 
supplémentaires. 

3°  Si  entre  deux  triangles  ABC,  abc,  on  a 
la  proportion  AB  :  ab  '  -  AC  :  ac. 

Et  de  plus  l'angle  C  opposé  à  AB  égal  à 
l'angle  c  opposé  à  ab. 

Alors  les  angles  B  et  b  sont  ou  égaux  ou 
supplémentaires. 

4°  Si  dans  les  triangles  ABC,  abc,  on  aC  = 
c  et  B  4.  b  =  11  ;  on  aura  la  proportion  AB  : 
ab  ::  AC  :  ac. 

Triangles  rectangles  équiangles;  théorème 

dit  de  Pythagore. 

21 3.  (  Fig.  47-  )  Le  triangle  ABC,  rectangle 
er*>  A ,  est  divisé  parla  perpendiculaire  AP  sur 
îhypothénuse ,  en  deux  triangles  A  PB,  APC, 
équiangle  chacun  au  triangle  ABC ,  et  par 
conséquent  équiangles  entre  eux* 
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2i4-  Comparons  les  côtés  homologues  des 
trois  triangles  : 

triangles       ABC;  AB,  BC>  AC, 

ABP;BP,  AB,  AP, 

ACD;  AP,  AC,  CP, 
les  lignes  écrites  dans  une  même  colonne  ver- 
ticale sont  homologues.  On  peut  tirer  de  là 
six  proportions  ;  il  n'y  en  a  que  trois  de  re- 
marquables; les  voici  : 

BP  :  AB  ::  AB  :  BC  ;  d'où  AB*  =  BP  xBC 
CP  :  AC  ::  AC  ?  BC  ;  ÀÏÏ1  =  CP  X  BC 

BP:AP::AP:CP;  ÂP*  =BP  X  CP 

Les  deux  premières  proportions  sont  ren- 
fermées dans  cet  énoncé  :  chaqfle  côté  de  l 'an- 
gle droit  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  Vhypothènuse  et  le  segment  adjacent,  ou 
bien  encore  le  carré  construit  sur  un  côté  de 
l'angle  droit  est  équivalent  au  rectangle  con- 
struit sur  Thypothenuseet  le  segment  adjacent. 

La  troisième  proportion  s'énonce  ainsi  :  la 
perpendiculaire  abaissée  sur  Vhypothènuse 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
segmens  de  Vhypothènuse ,  ou  bien  encore  le 
carré  construit  sur  la  perpendiculaire  est  équi- 
valent au  rectangle  construit  sur  les  deux  seg- 
mens de  Thypothénuse. 

2i5.  L  on  a,  en  faisant  la  somme  de  AB  et 

de  À7T  (ai4). 

AB1  -}-  ACa  =  BP  x  BC  +  CP  X_BC  =  BC 

(BP4-CP)  =  BCxBC=BC\ 
Ainsi,  le  carré  construit  sur  Vhypothènuse  est 
équivalent  à  la  somme  des  deux  carrés  con- 
struits sur  chaque  côté  de  l 'angle  droit. 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  10 1 

Cette  proposition  est  connue  sous  le  nom 
de  théorème  de  Pythagore. 

Aires  des  polygones ,  des  parallélogrammes , 
des  trapèzes,  et  propriétés  des  carrés. 

216.  Pour  avoir  Taire  d'un  polygone,  on 
prend  un  point  quelconque  dans  l'intérieur 
du  polygone  ;  de  ce  point,  on  mène  des  droites 
aux  sommets  du  polygone;  sa  surface  sera 
partagée  en  autant  de  triangles  qu'il  y  a  de 
côtés  ;  on  cherche  Taire  de  chaque  triangle  ; 
la  somme  de  ces  aires  est  celle  du  polygone. 
On  peut  aussi  faire  partir  les  lignes  de  divi- 
sions d'un  sommet  du  polygone,  ou  d'un  point 
situé  sur  un  côté  %  ou  même  hors  du  polygone; 
dans  ce  dernier  cas,  il  y  a  des  triangles  dont 
•es  aires  doivent  être  soustraites. 
#  217.  De  là  on  conclut  que  dans  un  polygone 
èquilatéral,  la  somme  des  distances  d  un  point 
quelconque  pris  dans  son  plan,  à  tous  les  cô- 
tes, est  une  longueur  constante.  Lorsque  le 
point  est  hors  du  polygone,  il  y  a  des  distances 
soustractives . 

îi8.  L'aire  d'un  parallélogramme  est  égale 
a  un  de  ses  côtés,  multiplié  par  sa  distance 
au  côté  parallèle  ;  car  la  diagonale  partage  le 
parallélogramme  en  deux  triangles  égaux.  On 
désigne  quelquefois  cette  distance  sous  le  nom 
de  hauteur;  alors  le  côté  prend  le  nom  de 
base;  et  Ton  dit  alors  que  Y  aire  cFun  parallé- 
logramme est  égale  au  produit  de  laoase par 
h  hauteur. 

219,  Les  conclusions  i°,  20,  4°  du  n°.  201 
eUe  n°.  202  sont  aussi  applicables  aux  paral- 
lélogrammes. 
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On  peut  aussi  démontrer  par  superposition 
que  deux  parallélogrammes  de  même  base  et 
de  même  hauteur  sont  équivalens. 

mo.  (  Fig.  48.  )  Tout  carré  peut  être  divisé 
d'une  infinité  de  manières  eu  deux  rectangles 
égaux  et  en  deux  carrés;  en  effet,  par  un  point 
quelconque  O  pris  sur  la  diagonale  AE  du  carré 
ÂGEG ,  soient  menées  HD  parallèle  à  AG  et 
BF  parallèle  à  AG;  il  est  facile  de  démontrer 
cjue  GHOF  et  BCDO  sont  deux  rectangles 
égaux,  et  que  FOED,HOBE,  sont  deux  carrés. 

Cette  proposition  s'écrit  ainsi  ; 

AC*  =  ( AB  +  BC )>=  ÂBa  +  OD>  4-  HO  x 

FO  +  BO  X  DO  =  ABa  -f  BC*  +  2AB .  BC. 

Il  ést  facile  de  démontrer  que  la  somme  des 
deux  rectangles  est  toujours  plus  petite  que  la 
somme  de  deux  carrés;  elles  sont  égales  lors- 
que le  point  O  est  le  milieu  de  la  diagonale. 
La  proposition  précédente  s'énonce  ainsi  :  le 
carré  fait  sur  la  somme  de  deux  lignes  est 
èsale  à  la  somme  des  carres  construits  sur 
chacun ,  plus  le  double  du  rectangle  formé 
avec  ses  lignes. 

111.  {Fig.  4^0  Prolongeons  GE  d'une 
quantité  GK  =  FE  et  la  ligne'HD  de  HL  =  FE  ; 
la  figure  GHLK  est  un  *  carré  égal  au  carré 
FEDO;  et  le  rectangle  BCEF  =  le  rectangle 
FOLK  ;  on  a  donc 

ABOH  =  ACEG  4-  GHLK  —  1 .  BCEF; 
or  le  rectangle  BCEF  a  pour  aire  BC  X  CE 
ou  bienBC  X  AC;  donc 

AB1  =•(  AC  —  BC  y  =  ÂCa  4-BC3  — [2BC.  AC, 
ce  qu'on  énonce  ainsi  :  le  carré  construit  sur 
la  différence  ^de  deux  lignes  est  égale  à  la 


Digitized  by  Google 


DR   GEOMETRIE.  103 

somme  des  carres  construits  respectivement  sur 
chacune ,  moins  le  double  du  rectangle formé 
avec  ces  lignes. 

222.  [Fig.  48.)  Achevons  le  rectangle 
HLMA  ;  il  est  égal  au  rectangle  HGFO  j  on  a 

ACEG— FODE  =  LMÇD  =  LM  X 

MC=ABx  (AC-+-BC),     ou  bien 

Â€a_BCa  =  (AC— BC)  (AC+BC), 
c'est-à-dire,  ta  différence  des  deux  carrés  est 
égale  à  la  différence  des  deux  côtés  multi- 
pliés par  la  somme  des  deux  côtés. 

Les  trois  propositions  240,  241 >  24^  •  se 
trouvent  facilement  par  le  calcul  algébrique. 

223.  [Fig.  49-  )  Le  théorème  de  Pythagore 
étant  très-important,  nous  en  donnons  ici 
une  nouvelle  démonstration  uniquement  fon- 
dée sur  la  superposition  des  figures. 

L'angle  BAG  étant  droit,  construisant  le 
carré  ABCD  et  le  carré  AEFG,  menant  les 
deux  hypothénuses  BG,  DE,  la  somme  des 
deux  carrés  sera  équivalente  à  l'hexagone 
CDEFGB  ,  moins  les  deux  triangles  rectangles 
égaux  ABG,  ADËs  construisant  le  carré 
BGLM ,  et  sur  LM  le  triangle  LMN  égal  à 
ABG  et  dans  une  position  renversée ,  on  aura 
un  second  hexagone  BAGMNL  équivalant  au 
premier.  En  effet ,  menons  AN  et  les  diagonales 
CA,  AF  formant  la  droite  CAF;  les  quadri- 
latères CDEF ,  AGMN  ,  sont  égaux  ,  car 
=  CD  ;  angle  WMG  =  angle  CDE  ;  GM  =  DE  j 
angle  MGÂ  =  DEF  ;  EF  =  AG.  On  prouve  de 
même  que  les  quadrilatères  ABLN ,  CBGF  sont 
égaux,  donc  les  deux  hexagones  sont  équivale  ns; 
retranchant  de  chacun  les  triangles  égaux ,  il 
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reste  d'un  côté  la  somme  des  deux  carrés  AC  , 
ÀF ,  et  de  l'autre  le  carré  GL  ;  donc  on  a 

BGLM  =  ABCD+AGEF , 
ou  BG2=AB'+AGa; 
ce  qu'on  énonce  ainsi  : 

Ce  théorème  célèbre ,  que  l'antiquité  attribue 
à  Pythagore,  porte  le  nom  de  ce  philosophe; 
il  énonce  une  des  plus  belles  et  des  plus  im- 
portantes propriétés  de  l'espace  ;  la  démonstra- 
tion que  Ton  vient  d'en  donner  est  très-simple, 
et  Ton  pourra  démontrer  cette  proposition 
par  une  transposition  de  figures ,  telle  qu'on 
l'exécute  dans  le  jeu  des  énigmes  chinoises 
(note  5). 

On  démontre  facilement  que  i°  les  trian- 
gles CBG,  ABL  sont  égaux;  20  le  premier 
triangle  est  la  moitié  du  carré  ABCD  et  le 
second  triangle  est  la  moitié  du  rectangleBIKL 
qu'on  forme  en  abaissant  de  A  la  perpendi- 
culaire AIK  sur  BG  et  LM;  donc  le  carré  est 
équivalent  au  rectangle;  on  démontre  de 
même  que  le  carré  AGFE  est  équivalent  au 
rectangle  GIKM;  donc  la  somme  des  deux 
carrés  est  équivalente  au  rectangle  entier 
BGLM, — on  est  invité  de  tirer  les  lignes  in- 
diquées. C'est  ainsi  qu'Euclide  démontre  cette 
célèbre  proposition ,  qui  est  la  quarante-sep- 
tième de  son  premier  livre. 

224.  [Fig.  5o.)  Prenons  entre  AetGun 
point  quelconques.,  et  menons  BR;  AG  étant 
divisé  en  deux  segmens  additifs  ,  l'on  a 

AG*=ARa+GR*+2GR.  AR  (240)  ; 
donc      BG9  =  AB* +AGa=AB2 
+AR*+GR'+2GR.  AR; 
or        AB5+ARa  =  BR3  (2i5); 
dpnc  BGi  =  lJR^+GRJ+2GR*  AR. 
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Dans  ]e  triangle  BRG,  l'angle  R  est  essen- 
tiellement obtus;  le  carré  construit  sur  le  côté 
BG  opposé  à  l'angle  obtus  est  donc  plus  grand 
que  la  somme  des  carrés  BRa,  GR%  construits 
sur  les  deux  autres  côtés. 

Si  Ton  prend  R'  au  delà  de  A ,  la  droite  AG 
étant  alors  divisée  en  deux  segmens  soustrac- 
tifs,  on  aura 

AG2 = AR'a + GR'a — 2  GR' .  AR' 
et  BGa  =  ABa+AR'a+GR'a— ^GR'.  AR' 

=  BR'a + GR'a — 2 GR' .  AR'; 
dans  le  triangle  BR'G,  l'angle  R'  est  aigu.  Le 
carré  construit  sur  BG,  côté  opposé  à  l'angle 
aigu,  est  donc  plus  petit  que  la  somme  des 
carrés  construit  sur  les  deux  autres  côtés. 

Les  deux  résultats  obtenus  s'énoncent  ainsi: 

Dans  tout  triangle  obtusangle,  le  carré  du 
coté  opposé  à  l'angle  obtus  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  construits  sur  les  deux  autres  côtés, 
plus  deux  fois  le  rectangle  construit  sur  un  de 
ces  côtés  et  sur  son  segment  adjacent  à  l'autre 
côté  et  formé  par  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  opposé. 

Dans  tout  triangle  le  carré  d'un  côté  opposé  à 
an  angle  aigu,  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
construits  sur  les  deux  autres  côtés,  moins 
deux  fois  le  rectangle  construit  sur  un  de  ces 
côtés  et  sur  son  segment  adjacent  à  l'autre 
côté. 

On  conclut  delà  immédiatement  qne  lorsque 
dans  un  triangle  le  carré  d'un  premier  côté  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres 
côtés,  l'angle  opposé  au  premier  côté  est  droit, 
et  le  triangle  est  rectangle.  C'est  la  réciproque 
du  théorème  de  Pythagore. 

Cette  réciproque  est  la  dernière  proposition 
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du  premier  livre  cTEuclide:  il  le  démontre 
directement  de  cette  manière;  si  Ton  a  AB2-f- 
AG2  — BGa,  l'angle  A  est  nécessairement  droit 
{Fig.  49 )î  en  e&et  s*  A.  n'est  pas  angle  droit, 
construisons  un  second  triangle  rectangle,  et 
Syant  AB  et  AG  pour  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit,  il  est  évident  que  Thypothénuse  de  ce 
triangle  sera  égale  au  côté  BG;  donc  les  dpux 
triangles  sont  égaux;  donc,  etc. 

2^5.  {Fig.  49  bis.)  Si  dans  le  triangle  ABG 
on  mène  les  lignes  BP,  BO,  Tune  perpendicu- 
laire sur  AC ,  l'autre  au  milieu  O  de  cette  ligne  > 

on  aura  (*44) 

AB2=A02  +  BO-f  2.  AO.  OP, 
à  cause  de  l'angle  obtus  BOA  ; 

BO  =  CO' 4-  BO'  —  2.C0.0P, 
à  cause  de  l'angle  aigu 
Ajoutant,  l'on  obtient 

AB'  -f  BO  =  a  AO>  +  a .  BO2 ; 
car  AO  =  CO  ; 

d'où  a  ABJ  +  a  BO  =  4  AO' 

+4-  BOa=  AO-f  4-  «O1; 
résultat  qui,  s'énonce  ainsi  : 

Deux  fois  la  somme  des  carrés  des  côtés  d'un 
triangle  est  égale  au  carré  du  troisième  côté; 
plus  ,  quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui  va 
du  milieu  de  ce  côté  au  sommet  opposé. 

Ainsi  le  carré  d'un  côté  d'un  triangle  est  tou- 
jours plus  petit  que  deux  fois  la  somme  des 
carrés  des  deux  autres  côtés. 

aa6.  Dans  la  quadrilatère  ABCD,  si  nous 
menons  la  droite  DO  ,  on  aura  de  même 
AD*  -f-  CD  =  aAO'4-a  DO\ 
donc  AD»  +  BO'  4-  AD'  -f  CD'  =4-  AO* 
+  2.B0'  +  )  DOJ  =  AC 3 
-ha.  BO  -f-2  DO'; 
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Soit  I  le  milieu  de  BD  ,  on  a  donc  , 

2  BÔ2  +  2.  DÔ2  =BD2  +  4.  OI2 
Aiusi  dans  tout  quadrilatère  la  somme  des 
carrés  des  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  diagonales  ,  plus  quatre  fois  le  carré  de  la 
droite  qui  joint  les  points  milieux  de  ces 
diagonales.  Cette  proposition  a  été  donnée  par 
Euler  dans  les  mémoires  de  l'Académie  de 
Pétersbourg.  (Carnot.  Géométrie  de  position, 
pag.  328.  ) 

Lorsque  le  quadrilatère  est  un  parallélo- 
gramme, les  diagonales  se  coupent  mutuelle- 
ment en  deux  parties  égales ,  et  leur  point 
d'intersection  se  confond  âvec  le  point  O  ; 
dans  ce  cas  seulemèrit,  la  somme  des  carrés  des 
côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  dia- 
gonales. 

Dans  tout  quadrilatère  les  quatre  points 
milieux  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme 
dont  l'aire  est  la  moitié  de  celle  du  quadri- 
latère j  cette  propriété  est  due  à  Roberval, 

Propriétés  des  transversales. 

^7.  (  Fig.  5.  )  Deux  triangles  AEf , 
ABC ,  ont  l'angle  A  en  commun  ;  Et*  n'é- 
tant pas  parallèle  à  BC ,  si  on  le  prolonge  , 

partage  le  côté  BC  ten  dëiix  segmens  sous- 
tractifs  BG,  CG  ,  de  même  qu'il  divise  AB 
et  AC  chacun  en  deux  segmens  additifs  • 
or,  il  existe  entre  les  six  segmens  une  pro- 
priété remarquable ,  qu'il  est  important  de 
connaître.  Menons  les  droites  hb  ,  CE;  les 
triangles  AEF,  BEF,  ayant  même  sommet  F, 
et  même  hauteur,  sont  entre  eux  comme  les 
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segmens  AF. ,  BE ,  qui  leur  servent  de  base 
(201)  j  de   sorte  que  l'on  a 

AEF  AE 


et  de  même 


EEF  BE  ' 
CEF  CF 


AEF      AF * 
d'où  l'on  tire ,  en  multipliant , 

CEF  _  AE.  CF 

BEF  ~~  BE.  AF' 
Mais  les  triangles  CEF ,  BEF  ayant  même 
base  EF  ,  sont  entre  eux  comme  leurs  hau- 
teurs (201  )  BQ  ,    CP;   et   ces  hauteurs 
étant  parallèles ,  l'on  a  BQ  :  CP  :  :  BG  :  CG  j 
,  CEF  CG 

donc    =  —  , 

BEF      BG  ' 
AE.CF  _  CG 

BE. AF  ~  BG' 
d'où  AE  .  BG .  CF  =  BE .  CG  .  AF  (A). 
Si  Ton  prend  les  six  segmens ,  de  manière  à  ce 
qu'on  passe  d'un  segmerit  au  segment  adja- 
cent ,  on  aura  cet  ordre  ,  AE ,  EB ,  BG ,  GC . 
CF ,  FA. 

L'égalité  (A)  peut  donc  s'énoncer  ainsi  :  le 
produit  des  segmens  d'un  rang  pair  est  égal 
au  produit  des  segmens  d'un  rang  impair ,  en 
prenant  ces  segmens  dans  le  même  ordre.  En 
général ,  la  même  lettre  ne  doit  pas  être  ré- 
pétée dans  le  même  produit. 

Dans  le  produit  des  trois  lignes ,  on  suppose 
que  chacune  est  rapportée  à  l'unité  de  me- 
sure ,  et  exprimée  par  un  nombre. 

On  nomme  transversale  une  droite  EFG  qui 
coupe  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  cha- 
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c«n  en  deux  segmens  ;  un  des  côtés  est  toujours 
coupé  en  segmens  sous  trac  tifs,  mais  ils  peuvent 
l'être  tous  les  trois.  Par  exemple ,  la  droite  CBG 
coupe  les  trois  côtés  du  triangle  AEF  en  seg- 
mens soustractifs ,  AB,  BE,  EG,  GF,  FC, 
CA,  et  Ton  aura  aussi 

AB.  EG.  FC=BE.  GF.CA. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  que , 
lorsque  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  par- 
tagés chacun  en  deux  segmens ,  tels  qu'en  les 
prenant  par  ordre  le  produit  des  trois  seg- 
mens d'un  rang  pair  est  égal  au  produit  des 
segmens  d'un  rang  impair,  les  trois  points 
de  division  sont  sur  une  même  droite. 

On  se  sert  avec  beaucoup  d'avantage  de 
celte  propriété ,  dans  la  géométrie  pratique 
(Voyez  le  Manuel  d'Arpentage) ,  pour  trou- 
ver sur  le  terrain  trois  points  qui  soient  en 
ligne  droite  ,  qui  soient  alignés. 

22$.  [Fig.  ôi .  )  Les  trois  droites BIF ,  CIE , 
AIO  passant  par  le  même  point  I ,  partagent  les 
côtés  du  triangle  chacun  en  deux  segmens  addi- 
tifs ,  entre  lesquels  existe  la  même  relation 
qu'entre  les  segmens  formés  par  la  transversale. 

En  effet,  les  six  triangles  ayant  pour  bases 
ces  segmens  ,  et  pour  sommet  commun  le 
point  1 ,  donnent  les  proportions 


AIE 

AE 

BIE 

~~  BE' 

CIF 

CF 

AI  F 

AF' 

BIO 

BO 

01c 

10 
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Multipliant  ces  trois  équations ,  il  vient 
AIE .  CIF .  BIO     AE .  CF .  BO 


or 


BIE.  AIB.OIC  BE.AF.OG9 
AIE    AI .  IE 


01C  —  01.10' 

car  ces  deux  triangles  ayant  un  angle  égal, 
opposé  par  le  sommet,  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  côtés  qui  comprennent  cet 
angle;  et  par  la  même  raison  Ton  a 

CIF  _  IC.IF 

BÏÊ  ~  BI.IE 
BIO      BI . 10 


AIF  ~  AI. IF' 

Multipliant  ces  trois  égalités  ensemble,  on 
obtient 

AIE. CIF. BIO  AJ.IE.CI.IF.BI.IO 


i; 


01C .  BIE .  AIF    01. 1C.  BI.IE.  AI.  IF  ■ 

AE.CF.BO 

doDcauSSI  BE.AF.CO^1' 
et       AE.CF.B0  =  BE.AF.CO  (B). 
Cette  propriété  existe  également  lorsque  le 
point  I  est  hors  du  triangle  ;  il  y  a  alors  des 
segmens  qui  deviennent  soustractifs. 

Il  est  facile  de  démontrer  la  réciproque  ; 
savoir,  si  Ton  prend  trois  points  de  division 
E,  F  ,  0 ,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ,  tels 
que  les  segmens  remplissent  la  condition  énon- 
cée en  (B),  les  trois  droites  AO,  BF ,  CE, 
passent  nécessairement  par  le  même  point  I. 
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Propriétés  harmoniques. 

229.  En  divisant  l'un  par  l'autre  les  mem- 
bres des  équations  (A)  (p.  108)  et  (B) ,  il  vient 

AE.BG.CF  BE.CG.AF 


AE.CF.BO  BE.AF.CO' 
d'où  Ton  tire  ,  en  simplifiant  les  fractions, 

BG  _  CG 

BO  ~  CO* 
ou  bien     BG .  CO  =  BO  •  CG  (C). 

La  droite  BG  est  divisée  en  trois  segmen  s 
additifs,  BG,  BO,  CO;  BO  est  le  segment 
nioyen ;  BG  et  CO  sont  lesseçmens  extrêmes; 
la  propriété  (C)  peut  donc  s'énoncer  ainsi  : 

La  droite  GC  est  partagée  en  trois  segmens 
additifs  ,  tels  que  le  produit  du  segment 
oioyen  par  la  ligne  entière  est  égal  au  produit 
de  deux  segmens  extrêmes. 

Toutes  les  fois  qu'une  droite  est  divisée  en 
trois  segmens  additifs  ayant  entre  eux  cette 
relation,  on  dit  que  la  droite  est  divisée  har- 
Joniquement  (note  6),  et  la  proportion  fon- 
dée sur  cette  relation ,  savoir ,  BG  :  CG  :  :  BO  : 
^0  est  une  proportion  harmonique. 

23o. 

CG  _  BC  +  BG  BG 
BG  ~     BG     ~  1  +BG 

comme  BC  a  toujours  même  grandeur,  il  s'ensuit 
<iue  ce  rapport  varie  avec  BG  ;  si  Ton  suppose 
donc  que  la  transversale  EFG  tourne  autour 
du  point  E,  et  que  l'intersection  G  aille  sans 
^sse  eu  ^éloignant,  BG  croîtra  indéfiniment; 
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le  rapport  7777  ira  sans  cesse  en  diminuant, 

et  le  rapport  r-^-  s'approchera  de  plus  en  plus 

d'être  égal  à  l'unité  ;  donc  aussi  le  rapport 

—  ,  égal  à  — ,  s'approche  de  la  même  limite  ; 

elle  est  atteinte  lorsque  la  transversale  devient 

BO 

parallèle  à  BC  ;  alors  donc       =  1  ,  ou  BO 

=  CO  ;  et  le  point  O  est  au  milieu  de  BC  ;  de 
là  on  déduit  cette  propriété. 

{Fig*  5o  bis.)  Lorsqu'on  divise  un  triangle 
ABC  en  trapèzes  par  des  droites  EF,  KL, 
MJN  ,  menées  comme  on  voudra,  parallèle- 
ment à  la  base  BC ,  les  points  d'intersection 
I,  I,  I,  des  diagonales  de  ces  trapèzes, 
sont  rangés  sur  une  même  droite ,  passant 
par  les  milieux  des  parallèles  et  par  le  sommet 
du  triangle. 

23 1.  Supposons  maintenant  que  la  trans- 
versale tourne  autour  du  point  G  {fîg-  5i  )  ; 
les  points  E ,  F ,  I ,  changeront  sans  cesse  de 
position  ;  mais  le  point  O  sera  fixe  ;  car,  de  la 
proportion  harmonique,  on  tire  celle-ci 

BG+CG  :  BG::BO+CO  :  BO  ; 
OU  BG  +  CG  :BG::BC:BO; 

or,  les  trois  premiers  termes  de  cette  propor- 
tion conservent  même  valeur  quand  toutes 
les  transversales  passent  par  le  même  point  G  ; 
donc  aussi  le  quatrième  terme  BO  ne  changera 

Î)as:  ainsi  le  point  de  division  O  est  toujours 
e  même ,  et  la  droite  AO  est  fixe  ;  donc  le 
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point  I  reste  toujours  sur  une  même  droite  ; 
de  là  cette  propriété. 

(Fig.  5o  ter.)  Lorsqu'on  divise  un  triangle 
ABC  en  quadrilatères  par  des  transversales 
EF,  KL,  MN,  qui  partent  d'un  même 
point  G,  les  points  d'intersection  1,1,  I  ,  des 
diagonales  des  quadrilatères  sont  sur  une 
même  droite ,  passant  par  le  sommet  du  trian- 
gle et  divisant  harmoniquement  toutes  les 
transversales. 

Cette  propriété  et  la  précédente  n'en  forment 
proprement  qu'une  seule  ;  car  on  peut  consi- 
dérer les  parallèles  comme  des  transversales 
dont  le  point  de  rencontre  est  situé  à  l'infini 
(58). 

M.  Poncelet  croit  que  cette  belle  proposi- 
tion est  due  àDésargues.  (Propriétés  projecti- 
ves,  p.  89,  note.)  Elle  a  été  démontrée  par  de 
La  Hire  dans  son  mémoire  sur  les  propriétés 
des  trapèzes;  par  ce  mot  il  désigne  un  quadri- 
latère quelconque.  (Mémoire  de  l'académie  des 
sciences,  17219p.  23 1.) 

On  fait  un  çrand  usage  de  ces  propositions 
dans  la  géométrie  pratique  pour  prendre  des 
alignemens ,  diviser  une  droite  en  parties 
égales ,  etc.  (  Voyez  les  ouvrages  divers  de  MM. 
Servois  et  Brianchon.  ) 

23^.  [Fig.  5i  bis.  )  Si  d'un  point  quelconque 
A.  situé  hors  d'une  droite  BG,  divisée  har- 
moniquement, on  mène  des  droites  AB  ,  AO, 
AG,  AG,  aux  points  de  division,  on  forme 
Wre  triangles  ABG  ,  ABO ,  AOC ,  ACG , 
eïUre  lesquels  existe  même  relation  qu'entre 
segmens  ;  car  les  aires  de  ces  triangles , 
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tous  de  même  hauteur ,  sont  'entre  elles 
comme  leurs  bases  ; 

on  a  donc 


or 


donc 


BG 

ABG 

CG"~ 

ACG 

BO 

ABO 

CO~~ 

ACO  ' 

BG 

BO 

CG~~ 

CO  ("9) 

ABG 

ABO 

ACG" 

"AOC 

ou  bien  ABG  .  AOC  =  ABO  .  ACG  (C)f  ce 
qu'il  fallait  démontrer.  Menant  dans  l'angle 
BAG  ,  une  droite  quelconque  KLMN  ,  on 
formera  encore  quatre  triangles  AKN,  AKL, 
ALM  ,  AMN ,  ayant  respectivement  un  angle 
commun  avec  les  quatre  précédensj 

.      ABG    AB .  AG 

on  aura  donc  =  ■  . 

AKN  AK.AN' 

AOC  _AO  AC 

ALM  ~~  AL .  AM  ' 
d'où  en  multipliant 

ABG  AOC      AB  .  AG  .  AO  .  AC 

AKN  "  ALM  ~~  AK  .  AN  .  AL  .  AM  ' 
on  prouvera  de  même  que 

ABO   ACG  _  AB  .  AO .  AC .  AG 

AKL'ÂM  ~  AK.  AL  .  AM.  AN  ' 
d'  '   ABG  AOC  _  ABO  ACG  ' 

°U  AKN  *  ALM  ~  AKL  '  AMN  (  '  ' 
et  à  cause  de  1  équation  (  C  ) , 

AKN  .  ALM  =  AKL  .  AMN  ; 
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et  comme  les  aires  de  ces  triangles  sont  entre 

elles  comme  leurs  bases  , 

on  aura  donc  KN  .  LM  =  KL  •  MN  (E). 

Ainsi  la  droite  KN  est  aussi  divisée  harmoni- 

quement. 

Les  quatre  droites  qui  vont  d'un  point  À 
aux  points  de  division  et  aux  extrémités  d'une 
droite  divisée  harmoniqueroent ,  forment  un 
faisceau  harmonique  ;  la  propriété  (D)  est 
donc  susceptible  de  cet  énoncé  : 

Toute  droite  interceptée  dans  un  faisceau 
harmonique  est  divisée  harmoniquement  ;  lors- 
que la  droite  interceptée  est  parallèle  à  un  des 
côtés  du  faisceau,  les  deux  segmens  interceptés 
sont  égaux  (23o). 

Il  est  facile  de  démontrer  que  trois  côtés 
d'un  faisceau  harmonique  forment,  avec  le 

Î prolongement  du  quatrième  côté,  un  second 
aisceau  harmonique;  et  en  les  prolongeant 
tous  les  quatre  ,  il  est  facile  de  comprendre 
qu'au  moyen  d'un  seul  faisceau  harmonique, 
on  peut  s'en  procurer  sept  autres;  en  effet , 
désignant  les  quatre  côtés  du  faisceau  donné 
par  les  nombres  i  ,  2,  3  ,  4>  et  leurs  prolon- 
gemens  respectifs  par  5,6,  7,8;  on  aura 
ces  8  faisceaux  harmoniques 

1234;  2345;  3456  ;  4^675 
5678  ;  6781  ;  7812  ;  8i23. 
a33.  (Fig.  5i  bis.  )  Lorsque  l'angle  BAO  est 
égal  à  l'angle  OAC  ,  les  aires  des  deux  triangles 
BAO ,  AOG ,   sont  entre   elles  comme  les 
rectangles  AB .  AO  et  AO  .  AC,  ou  comme 
les  droites  AB  et  AG  ;  mais  ces  aires  sont 
aussi  comme  les  segmens  BO  et  OC  ;  donc  on  a 
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la  proportion  AB  :  AC  :  :  BO  :  OC  ;  ce  résultat 


s'énonce  ainsi 


La  droite  qui  divise  V angle  cTun  triangle 
en  parties  égales  .partage  le  côté  opposé  en 
deux  segmens  additifs ,  qui  sont  entre  eux 
comme  les  côtés  adjacens. 

La  droite  AG,  qui  divise  l'angle  supplémen- 
taire CAB'  en  parties  égales,  partage  aussi  le 
côté  BC  en  deux  segmens  soustractifs ,  qui 
sont  entre  eux  comme  les  deux  côtés  du 
triangle;  car  l'angle  GAB'  étant  supplément 
de  BAG,  il  s'ensuit  que  CAG,  qui  est  égal  à 
GAJJ' ,  sera  aussi  supplément  de  BAG;  par 
conséquent 

BAG  :  CAG  :  :  AB  .  AG  :  AC  •  AG  (  212  )  ; 

donc  BAG  :  CAG  :  :  AB  :  AC  :  :  BG  :  CG  { 
l'on  a  donc  BG  :  CG  :  :  BO  :  OC  ; 
par  conséquent  les  quatre  droites  AB ,  AO  , 
AC,  AG  forment  un  faisceau  harmonique, 
et  A  G  est  perpendiculaire  sur  AO. 

234.  {Fig-  5i  bis.  )  Soit  maintenant  la  droite 
BG  divisée  d'une  manière  quelconque  en  trois 
segmens  additifs  BO ,  OC  ,  CG  ;  la  droite  KN  , 
interceptée  dans  le  même  angle,  sera  aussi  di- 
visée en  trois  segmens  KL ,  LM ,  MN  ;  les 

KL   CG  , 

rapports  des  segmens  extrêmes  sont^ ,  -  ;  le 

rapport  des  segmens  moyens  et  des  lignes  en- 

LM  KN 

tieres  sont       ,^tï,  et  1  on  aura  toujours 

KL      MN_  _  LM  KN 
BÔ  X  CG  —  ÔC  X  BG* 
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même  moyen  de  démonstration  que  ci- dessus 

(232  ). 

Si  BG  est  partagé  harmoniquement.  alors 
on  a  BO  xCG=  OC  x  BG; 

delà  on  conclut  KL  xMN=  LM  x  KN  , 
et  on  retombe  sur  la  propriété  (D)  (23a). 

Si  BG  est  parallèle  à  KN ,  alors 
KL      AL  _  AM  _  MN  _  AN 

BO  ~  AO  ~~  OC  ~  AC  ~  CG~  ~  CG 
Et  ces  dernières  relations  existent  en  quelque 
nombre  de  segmens  que  la  droite  soit  par- 
tagée. 

Ceux  c[ui  désirent  plus  de  détails  sur  les 
propriétés  harmoniques  consulteront  avec  fruit 
le  traité  complet  que  M.  Poncelet  a  publié 
en  1822  sur  les  propriétés  projectives  des 
figures. 

Lignes  proportionnelles  considérées  dans  le 

cercle. 

235..  [Fig  52.  )  Deux  cordes  non  parallèles 
se  coupent  réciproquement  en  deux  segmens 
tàditifs,  si  le  point  d'intersection  est  dans 
1  intérieur  de  la  circonférence;  telles  sont  les 
cordes  AB,  CD.  Les  segmens  sont  soustrac- 
"fs  si  le  point  d'intersection  est  bors  de  la  cir- 
conférence ;  telles  sont  les  cordes  AC ,  BD , 
qui  se  coupent  en  I.  Dans  les  deux  cas  ,  le 
produit  des  segmens  d'une  corde  est  égal  au 
produit  des  deux  segmens  de  l'autre  corde. 

Premier  cas.  Les  angles  A  et  D  sont  égaux 
(!55);  il  en  est  de  même  des  angles  ABD  et 
ACD  ;  donc  les  deux  triangles  ACO ,  BOD ,  sont 
eciuiangles,  et  l'on  a 
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CO  _  AO 

BO  ~  ÔD 
d'où         CO  X  OD  =  AO  X  BO. 

La  proportion  peut  s'énoncer  ainsi  :  Le  pre- 
mier segment  de  la  première  corde  e9t  au  pre- 
mier segment  de  la  seconde  corde  comme  le 
second  segment  de  la  seconde  corde  est  au 
deuxième  segment  de  la  première  corde. 

On  dit  alors  que  les  deux  cordes  se  cou- 
pent en  parties  inversement  ou  réciproque- 
ment proportionnelles. 

Deuxième  cas.  Les  deux  triangles  ABI , 
CID ,  sont  équiangles  $  car  les  angles  A  et  D 
sont  égaux  ,  et  l'angle  I  est  commun;  on  a 
donc  la  proportion     AI  :  DI  :  :  BI  :  CI. 

AI  et  CI  sont  les  segmens  soustractifs  de  la 
corde  AC  ;  DI ,  BI ,  sont  ceux  de  la  corde  BD  ; 
ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

Deux  sécantes  IA ,  IB  ,  partant  d'un  même 
point,  sont  réciproquement  proportionnelles 
à  leurs  parties  extérieures. 

236.  Faisons  tourner  la  sécante  IBD  autour 
du  point  I,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  devenue 
tangente  en  M  5  alors  la  partie  ID  devient 
égale  à  sa  partie  extérieure  IB  et  l'on  a 

AI  :  MI  :  :  MI  .  CI. 

Donc  si  d'un  même  point  Ton  mène  une 
tangente  et  une  sécante ,  la  tangente  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  et 
sa  partie  extérieure. 

On  peut  aussi  démontrer  cette  proposition 
comme  la  précédente,  en  menant  les  droites 
MC,  MA,  et  comparant  les  côtés  homologues 
des  triangles  équiangles  MCI,  MAI. 
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Propriétés  des  quadrilatères  et  des  triangles 

inscrits. 

237.  (Fig.  53.)  IC,  ID,  IBA,  étant  deux 
tangentes  et  une  sécante  partant  du  même 
point  I,  si  Ton  mène  des  points  de  contact 
des  droites  aux  points  d'intersections  de  la  sé- 
cante, on  formera  un  quadrilatère  tel,  que 
le  produit  du  premier  et  du  troisième  côté 
est  égal  au  produit  du  deuxième  et  du  qua- 
trième côté.  En  effet ,  les  deux  triangles  IbD, 
IDA,  étant  équiangles  (i56),  l'on  a 

AD  _  DI 

DB  ~  AI 

et  les  triangles  CBI,  GAI,  étant  aussi  équian- 

,      „  AC  CI 

gles,lona        —  =  -j, 

mais  CI  =  DI  ; 

AD  AC 
donc   =  — 

DB  CB 
d'où         AD  x  CB  =  AC  x  DB  (1). 

238.  {Fig.  53.)  On  a 

CB.CO.BD 

4R 

123  )  ;  K  est  le  rayon  du  cercle, 

.      -        •       1    »  y*T       1^*  *  CA  •  CA 

aire  du  triangle  AGI  =  —  

.  ,  .  .  CA.CO.AD 
aire  du  triangle  ACO  =  j=  


aire  du  triangle  CBO  =  —  ,  p. 
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,  nnv  CB.IC.CB 
aire  du  triangle  BGI  =  

d'où  CBO .  ACI  =  ACO .  BCI 
à  cause  de  l'équation  (i)  du  paragraphe  précé- 
dent ,  mais  ces  quatre  triangles  de  même  som- 
met ,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases.  Donc 
la  sécante  IA  est  divisée  harmoniquement 
par  la  corde  CD,  qui  réunit  les  points  de 
contact. 

23g.  (Fig.  53  bis.)  Soit  maintenant  ABCD, 
un  quadrilatère  inscrit  quelconque  ;  faites 
l'angle  MBD  égal  à  l'angle  CBO ,  les  deux  tri- 
angles CBA ,  MDB,  étant  équiangles,  fournis- 
sent la  proportion 

BD:AB::MD:AC; 

d'où         BD  X  AC  =  AB  X  MD. 

Les  triangles  CMB  et  ABD  étant  équian- 
gles, donnent 

CB:  AB  ::CM:  AD; 

d'où         CBxAD  =  ABxCM. 

Ainsi  BD  x  AC  +  CB  X  AD  =  AB  X  MD 

AB  x  CM  =  AB  (MD  +  CM)  =  AB  x  CD 

Ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscrit  dans  un 
cercle ,  la  somme  des  produits  des  cotes  op- 
poses est  égale  au  produit  des  deux  diago- 
nales. Ce  théorème  est  connu  sous  le  nom  de 
théorème  dePtolémée. 

La  réciproque  est  vraie:  en  effet  soit  ABCD 
un  quadrilatère  quelconque  ;  sur  BD  construi- 
sons un  triangle  BDP  semblable  au  triangle 
ABC  ;  de  sorte  que  BD  soit  homologue  à  BC  ; 
DP  à  AC  et  BP  à  BC  ;  les  deux  triangles  PBC 
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etABD  seront  aussi  semblables,  comme  ayant 
un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportion- 
nels, établissant  des  proportions  comme  ci- 
dessus  on  aura 

BDxAC+BCx  AD  =  AB(PD  +  PC) 
or  PD+PC>CD 

Donc  dans  un  quadrilatère  non  inscriptible 
le  produit  des  diagonales  est  plus  grand  que 
la  somme  des  produits  des  côtés  opposés. 

4o.  {Fig.  53.  )  Les  angles  A CB,  ADB, 
étant  suppleniens  l'un  de  l'autre,  les  aires  des 
deux  triangles  ACB,  ADB,  sont  entre  elles 
comme  les  produits  des  côtés  qui  comprennent 
ces  angles;  mais,  à  cause  de  la  base  commune 
AB,  ces  aires  sont  entre  elles  comme  les  per- 

Eendiculaires  abaissées  de  C  et  D  sur  cette 
ase  ;  perpendiculaires  qui  sont  entre  elles 
comme  CO  :  OD. 

Donc     ACxCB:  ADxDB:  :CO:OD; 
d'où  ACx  CB+AD  X  DB  :  AC  X  CB  :  :  CD  :  CO. 

Ou  aura  de  même 
CE  x  DB  -f  AD  x  AC  :  CBx DB  :  :  AB  :  BO  ; 
del  AC X CB+ AD x PB  AC   CD  CO 

6  a  BCxDB+ADx  AC  DB  :  AB  BÔ' 
Or,  à  cause  des  triangles  équiangles  ACO, 
AnT,  AC  CO 

onD.r«n«.  Tj)=w 

do        AC  X  CB+AD  xDB_  CD 

°nC     CB  X  DB+AD  x  AC  ~  AB  ' 

Les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscrit  sont  entre  elles  comme  les  sommes 
des  produits  des  côtés  qui  aboutissent  aux 
extrémités  de  ces  diagonales. 

1 1 
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La  réciproque  peut  se  démontrer  ainsi  : 
avec  les  quatre  côtés  AC ,  CB,  BD,  DA, 
du  quadrilatère  inscrit,  construisons  un 
autre  quadrilatère  A'  B'  C  D' ,  différent  du 
premier;  A'  est  l'angle  correspondant  à  Aj 
B'àB,  etc. ,  soit  ATB'  >  AB  ;  donc  l'angle 

est  plus  grand  que  l'angle  D  et  C  plus 
grand  que  l'angle  G  (70)  ;il  faut  donc  que  CD' 
soit  plus  petit  que  CD,  sinon  les  angles  B'  et 
A'  seraient  aussi  plus  grands  respective- 
ment que  B  et  A ,  ce  qui  est  impossible  (86)  ; 

A'B'  ^  AB 
donc  _>_,  etc. 

Cette  démonstration  suppose  qu'avec  cjuatre 
côtés  donnés,  on  peut  toujours  construire  un 
quadrilatère  inscriptible.  Je  dois  la  dé- 
monstration et  la  construction  à  un  ami, 
à  M.  Léger,  chef  d  institution  à  Montmo- 
rency. (Voir  note  7.  ) 

241  ;  (  Fig.  53  bis.  )  Si  les  angles  MBD,  MBC, 
sont  égaux,  les  deux  triangles  CBM,  BRD, 
deviennent  équiangles,  et  donnent  la  propor- 
tion CB  ;  BK  :  :  BM  :  BD  ; 

d'où  CB  x  BD  =  BM  x  BR  =  BM  (BM + MR) 
^  BMa  +  BM  x  MR  =  BMa  +  CM  X  MD. 

Dans  tout  triangle,  si  on  divise  un  angle  en 
deux  parties  égales,  le  produit  des  côtés  de 
l'angle  est  égal  au  produit  des  segmens  for- 
més sur  le  côté  opposé,  plus  le  carré  de  la 
droite  de  division. 

Une  propriété  analogue  a  lieu  lorsqu'on  di- 
vise l'angle  adjacent  en  deux  parties  égales. 

*4a.  {Fig.  53  ter.)  Si  BMR  est  un  diamè- 
tre ,  BDR  est  un  angle  droit  ;  et  si  BO  est 
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perpendiculaire  sur  CD ,  les  deux  triangles 
CBO ,  BDR ,  seront  équiangles  ,  et  donnent 

CB:BR::  BO:BD; 

d'où         CB  x  BD  =  BR  x  BO. 

Ainsi,  dans  tout  triangle,  le  produit  des 
deux  côtés  est  égal  au  produit  de  la  hauteur 
abaissée  sur  le  troisième  côté ,  multipliée  par 
le  diamètre  du  cercle  circonscrit. 
Soil  À  Taire  du  triangle  CBD ,  on  a  donc 

A=i-  BÔ  X  CD , 
doù  80  =  ^, 

et  par  conséquent 

CB  X  BD  =  BR  X 

CB  x  BD  x  CD  =  2  A.  BR , 
CB  x  BD  x  CD 

2  BR 

Ainsi ,  Taire  d'un  triangle  est  égale  au  pro- 
duit des  trois  côtés,  divisé  par  le  double  du 
diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Cette  même  airè  est  évidemment  égale  à  la 
somme  des  trois  côtés  multipliée  par  la  moitié 
du  rayon  du  cercle  inscrit  (186). 

Lorsque  deux  triangles  ont  un  angle  égal 
ou  supplément  Tun  de  l'autre,  les  côtés  op- 
posés à  ces  angles ,  sont  entre  eux  comme 
les  rayons  des  cercles  circonscrits  (202). 


des  pôles  et  des  polaires. 

243,  Par  le  point  B  {Fig.  53)  soit  menée 
la  tangente  BK  coupant  en  K  la  droite  de 


Digitized  by  Google 


-1 


1^4  MANUEL 

contact .  DCK',  on  démontre  comme  au  para- 
graphe 238,  que  Ton  a 

BCK . BDO  =  BCO . DBK 

donc  la  droite  KD  est  dirigée  harmonique- 
ment  en  C  et  en  O  ;  la  même  propriété  a  lieu 
si  on  mène  la  tangente  au  point  À  ;  donc  les 
deux  tangentes  menées  en  À  et  en  B  se  ren- 
contrent en  un  point  K  située  sur  la  direction 
de  CD. 

Concevons  que  la  sécante  IBA  tourne  au- 
tour du  point  I ,  les  points  A  et  B  du  quadri- 
latère varieront ,  mais  les  points  C  ,  D,  restent 
fix.cs,  ainsi  que  la  droite  CD;  le  point  K  va- 
riera aussi ,  mais  restera  toujours  sur  la  droi- 
te fixe.  Par  conséquent,  en  prenant  sur  le 
prolongement  d'une  corde  CD  un  point  quel- 
conque K,  et  menant  deux  tangentes  ,  les 
cordes  qui  réunissent  deux  points  de  contact 
simultanés  passent  par  le  même  point  I,  situé 
hors  du  cercle. 

Les  sécantes  IA  ,  IS,  étant  divisées  harmo- 
niquement  en  B,  O,  Q,  P  (^38)  ,  il  s'ensuit 
que  si  Ton  mène  les  diagonales  BS  ,  AQ  , 
leur  point  d'intersection  N  est  situé  sur  la 
droite  CD,  qui  joint  les  points  de  contact  des 
tangentes  qui  partent  du  même  point  I  (ii5  ). 

Les  trois  droites  SA ,  QB ,  DC ,  se  rencon- 
trent en  un  même  point. 

Si  l'on  prolonge  AC,BD,  jusqu'à  ce  qu'elles 
se  coupent  en  un  point  L,  et  soit  Lr  le  point 
de  rencontre  de  AD  et  de  BC,  la  droite  LL' 
passera  par  le  point  1;  car  AOBI  est  divisé 
harmoniquement. 

Si  par  le  point  L  ou  L'  on  mène  deux  tan- 
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gentes,  la  droite  qui  joint  les  points  de  con- 
tact passe  par  le  point  O. 

244«  [Fig.  54-)  Lorsque  les  sécantes  IA, 
,  retranchent  de  la  circonférence  des  arcs 
égaux  AB ,  QS ,  l'intersection  M  des  cordes 
transverses  BS  ,  AQ,  est  alors  au  milieu  de  la 
corde  CD,  et  la  droite  1MT  est  un  diamè- 
tre et  divise  l'angle  AIS  en  d^ux  parties 
égales.  Si  donc  on  mène  la  droite  IK  per- 
pendiculairement à  ce  diamètre ,  elle  formera, 
avec  les  deux  sécantes*  et  le  diamètre,  un 
faisceau  harmonique  (233).  Prolongeant  BS 
jusqu'en  K,  la  droite  KS  sera  divisée  harmo- 
nicpiement  en  B  et  en  M;  et  si  du  point  K  on 
mène  deux  tangentes  à  la  circonférence,  la 
droite  qui  joint  les  points  de  contact  passe 
par  le  point  M  (^4o).       point  K  est  pris 
arbitrairement  sur  la  droite  Kl;  le  point 
M  et  la  perpendiculaire  Kl  sont  donc  liés 
par  une  relation  analogue  à  celle  qui  existe 
entre  le  point  I  et  la  droite  CD,  Fis.  53. 
Cette  relation  peut  s'énoncer  ainsi  Menant 
de  tous  les  points  d'une  droite  des  couples  de 
tangentes  ,  les  cordes  qui  joignent  les  points 
de  contact  de  chaque  couple  passent  toujours 
par  le  même  point ,  auquel  on  a  donné  le 
nom  depôle  (noïèv  ,  je  tourne)  ,  parce  que 
les  cordes  semblent  tourner  autour  ,  et  la 
droite  a  reçu  le  nom  de  polaire.  Kl  étant 
la  polaire  ,  M  est  son  pôle  situé  dans  le  cer- 
cle, Fig.  54,  et  CD  étant  la  polaire,  I  est  son 
pôle ,  Fig.  53  ;  les  deux  polaires  Kl ,  CD ,  et 
les  deux  pôles  M  ,  I ,  se  correspondent  ;  la 
position  d'une  des  quatre  étant  connue,  celle 
des  trois  autres  est  déterminée. 
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Soit  E  le  centre  du  cercle  et  par  conséquent 
le  Uiilieu  du  diamètre  TO;  de  la  proportion 
harmonique 

TM:TI::MO  :  01, 

on  déduit  celle-ci: 

TM  +  MO  :  TM— MO  :  :  TI  +  OI  :  TI— 01  , 
OU  OT  :  2ME  :  :  0T-J-20I  :  OT. 

Divisant  les  quatre  termes  par  deux,  il  vient 

EO  :  ME  :  :  EO+OI  :  EO; 

or,  EO  +  OI  =  EI. 

Ainsi,  le  rayon  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  EM  et  El. 

245.  Il  est  aisé  de  prouver* quêtant  donnés 
deux  polaires  quelconques  avec  leurs  pôles, 
l'intersection  des  deux  polaires  est  le  pôle  de 
la  droite  qui  réunit  les  deux  pôles.  Cette  pro- 

riété  des  polaires   facilite   la  solution  de 
eaucoup  de  problèmes;  nous  en  donnerons 
des  exemples. 

246.  (Fig.55bis.)  Soit  ABC  un  triangle 
rectangle. 

Faisant  passer  une  circonférence  pat  les  trois 
sommets  du  triangle,  AC  sera  un  diamètre  et 
les  deux  autres  côtés  des  cordes  :  considérés 
ainsi,  les  énoncés  du  paragraphe  (214)  se 
changent  en  ceux-ci  : 

La  perpendiculaire  BP ,  abaissée  d'un  point 
de  la  circonférence  sur  uu  diamètre,  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
mens  du  diamètre:  la  corde  BP,  qui  aboutit  à 
un  diamètre,  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  et  le  segment  adjacent, 
formé  par  la  perpendiculaire  sur  le  diamètre, 
abaissée  de  l'autre  extrémité  de  la  corde. 
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Suite  des  problèmes.  (Voir  page  8i.) 

247.  Problême  XXVIII.  (  Fis.  49  ter-  ) 
Trouver  une  quatrième  proportionnelle  aux 
trois  droites  AE,BE,  AF? 

Solution.  Menez  deux  droites  sous  un  angle 
quelconque;  à  partir  du  sommet,  portez  sur 
un  des  côtés  de  l'angle,  et  à  la  suite  ,  les  lon- 
gueurs AE ,  BE ,  et  sur  l'autre  côté  la  longueur 
AF;  joignez  E  et  F  ;  menez  BC  parallèle  à  EF, 
et  FG  sera  la  quatrième  proportionnelle  cher- 
chée; car  Ton  a  AE:ÉE::AF*FC  (218). 

Si  AE  est  égal  à  BE ,  la  ligne  trouvée  FG  est 
une  troisième  proportionnelle. 

248.  Problème  XXIX.  (Fig.  5o  bis.) 
Etant  donnée  la  longueur  AL ,  trouver  une 
droite  qui  soit  à  celle-ci,  comme  deux  nom- 
bres donnés ,  par  exemple,  comme  2:3? 

Solution.  Menez  deux  droites  sous  un  angle 
quelconque  BAC  ;  à  partir  du  sommet,  portez 
sur  un  des  côtés  trois  parties  égales  AM,  MK, 
KE ,  de  longueur  arbitraire  ;  portez  AL  sur 
le  second  côté;  joignez  KL,  et  menez  EF  pa- 
rallèle à  KL,  AF  sera  la  longueur  cherchée; 

car         AL  :  AF  :  :  AK  :  AE  :  :  2  :  3. 

Si  les  deux  nombres  donnés  sont  fraction- 
naires, on  les  réduit  au  même  dénominateur, 
et  ils  seront  entre  eux  comme  les  numérateurs. 

249.  Problème  XXX.  {Fig.  49  ter*) 
Diviser  la  droite  AC  en  deux  segmens  addition- 
nels, qui  soient  entre  eux  comme  deux  lon- 
gueurs donnés  AE,  EB? 
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Solution.  Commencez  comme  pour  le  pro- 
blème XXYIII;  joignez  BC  et  menez  EF  pa- 
rallèle; AF,  FC,  sont  les  segmens  cherchés, 

250.  Problème  XXXI.  Diviser  AF  en  deux 
segmens  soustractifs,  proportionnels  à  deux 

,    segmens  données  BE ,  AB  ? 

Solution.  Portez  AB,  BE  sur  un  des  côtés 
de  l'angle;  joignez  FE ;  menez  la  parallèle  BC  ; 
AC ,  CF  sont  les  segmens  cherchés  ;  AB  :  BE  :  : 

AC:CF. 

25 1.  Problème  XXXII.  {Fig  5o  bis.)  Di- 
viser la  droite  AC  en  segmens  proportionnels 
aux  lignes  données  AM,  MK,  KE,  EB? 

Solution.  Tirez  deux  droites  sous  un  angle 
quelconque;  portez  de  suite,  et  à  partir  du 
sommet,  les  parties  AM,  MK,  KE  ,  EB,  etc. , 
sur  un  côté,  et  sur  l'autre  la  longueur  AC  ;  joi- 
gnez C  et  le  dernier  point  de  division  B;  menez, 
par  les  autres  points  de  division ,  les  parallèles 
MN,  KL,  EF ,  et  la  droite  AC  sera  partagée, 
comme  il  a  été  demandé  dans  la  figure,  et 
divisée  en  quatre  segmens. 

25î.  Problème  XXXIII.  Diviser  une  droite 
en  un  nombre  donné  de  parties  égales? 

Solution.  Comme  pour  le  précédent,  on 
prend  les  parties  AM,  MK,  égales  entre  elles 
et  de  longueur  arbitraire,  et  autant  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  nombre  donné. 

253.  Problème  XXXI V.  (  Fig.  5o  ter.  ) 
Etant  donnés  les  deux  segmens  consécutifs 
BO  ,  OC,  trouver  un  troisième  segment  GC, 
qui  forme,  avec  les  deux,  une  proportion  har- 
monique ? 
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Solution.  D'un  point  quelconque  A,  menez 
les  trois  droites  AB ,  AO ,  AC  ;  d'un  point  quel- 
conque I,  pris  sur  AO,  menez  les  droites 
transversales  CIM,  BIN,  rencontrant  AB  en 
M  etAC  en  N;  menez  MN,  que  vous  prolon- 
gerez jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  BC  en  G,  qui 
sera  le  point  demandé.  On  voit  ce  qu'il  fau- 
drait faire ,  si  les  points  B,  C,  G,  étant  donnés , 
il  fallait  trouver  le  point  intermédiaire  O. 

264.  Problème  XXXV.  (  Fig.  49  ter.  ) 
Etant  données  la  base  BE,  la  hauteur  AF, 
d'un  rectangle,  construire  sur  AE,  comme 
base,  un  rectangle  équivalent? 

Solution.  La  même  que  pour  le  problème 
XXV III  ;  CF  est  la  hauteur  cherchée. 

^55.  Problème  XXXVI.  {Fig.  55.)  Etant 
données  la  base  AP,  la  hauteur  PC  d'un  rec- 
tangle, trouver  le  côté  du  carré  équivalent? 

Solution.  Portez  AP,  PC ,  à  la  suite  l'un  de 
l'autre ,  sur  la  longueur  AC  comme  diamètre  ; 
décrivez  une  demi-circonférence  ;  élevez  en  P 
la  perpendiculaire  BP;  elle  est  le  côté  cherché 
du  carré  équivalent  (240). 

a56.  Problème  XXXVII.  Trouver  une  lon- 
gueur moyenne  proportionnelle  entre  deux 
longueurs  données  AP,  PC? 

Solution.  La  même  que  pour  le  problème 
XXXVI. 

a57.  Problême  XXXVIII.  (Fig.  55.)  Par- 
tager une  droite  AC  en  deux  segmens  ad- 
ditifs, dont  le  rectangle  soit  équivalent  à  un 
carré  donné  ? 

Solution.  Sur  AC ,  comme  diamètre ,  décrivez 
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une  circonférence  ;  élevez  en  A  une  perpendi- 
culaire au  diamètre ,  sur  laquelle  vous  prenez 
AQ  égal  au  côté  du  carré  donné;  par  Q  vous 
menez  une  parallèle  au  diamètre  AC  ;  elle  cou- 
pera la  circonférence  en  deux  points  M  et  N, 
desquels  vous  abaissez  les  perpendiculaires  MP', 
]NR;  les  segmens  cherchés  sont  AP',  P'C,  ou 
bien  AR ,  RG  ;  il  est  évident  qu'on  a  AP'  =  RG 
et  P'C  =  AR;  il  y  a  donc  deux  solutions  qui 
donnent  les  mêmes  segmens. 

Lorsque  AQ  est  égal  à  la  moitié  de  AC,  la 
parallèle  QMN  devient  tangente  à  la  demi- 
circonférence,  et  il  n'y  a  qu'une  solution. 

Lorsque  AQ  est  plus  grand  que  la  moitié  de 
AC ,  le  problème  est  impossible. 

258.  Problème  XXXIX.  Connaissant  le 
produit  et  la  somme  des  deux  côtés  adjacens 
d'un  rectangle,  construire  le  rectangle? 

Solution.  Soit  AC  la  somme  et  AQ  le  côté 
du  carré  équivalent;  le  reste  comme  au  pro- 
blè  me  précédent:  les  côtés  cherchés  sont  ÀP', 
PC. 

On  peut  décomposer  AC  d'une  infinité  de 
manières,  en  deux  segmens  additifs  :  le  plus 
grand  de  tous  les  rectangles  qu'on  peut  for- 
mer avec  ces  segmens  est  celui  qui  correspond 
à  AQ  =  ^AC$  alors  ce  rectangle  devient  un 
carré  ;  4e  là  on  conclut  que  de  tous  les  rectangles 

3ui  ont  le  même  contour,  le  carré  est  celui 
ont  l'aire  est  la  plus  grande. 

259.  (  Fig.  55.  )  Problème  XL.  Partager  la 

droite  AC  en  deux  segmens  soustractifs,  dont 

le  rectangle  soit  équivalent  à  un  carré 
donné  ? 
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Solution.  Sur  AC,  comme  diamètre,  dé- 
crivez une  circonférence;  en  À,  élevez  une 
perpendiculaire  égale  au  côté  AQ  du  carré 
donné;  menez  le  diamètre  QLOS;  QLet  QS, 
sont  les  deux  segmens  demandés;  car  QS  — 
QL=LS  =  AC  et  QL  x  QS  =  AQ2  (a3o  ). 

Le  problème  est  toujours  possible. 

260.  Problème  XLI.  Connaissant  la  diffé- 
rence des  deux  côtés  d'un  rectangle ,  et  le 
carré  équivalent,  construire  le  rectangle? 

Solution,  La  même  que  pour  le  problème 
précédent. 

261.  (JFig*  5o.  )  Problème  XLI  bis.  Con- 
struire un  carré  équivalent  à  la  somme  des 
deux  cadrés  donnés  ? 

Solution.  Soient  AG  et  AB  les  deux  côtés 
des  carrés  donnés;  élevez  en  A  une  perpen- 
diculaire égale  à  AB  ;  menez  l'hypothénuse 
BG,  elle  sera  le  côté  du  carré  cherché  (21 5). 

S'il  s'agissait  de  trouver  un  carré  équivalent 
à  la  somme  de  trois  carrés  donnés ,  on  cher- 
chera d* abord  un  carré  équivalent  à  la  somme 
de  deux  de  ces  carrés,  ensuite  on  ajoute  ce 
carré  équivalent  au  troisième  carré. 

On  voit  donc  qu'on  peut  toujours  trouver 
un  carré  équivalent  à  la  somme  de  tant  de 
carrés  qu'on  voudra. 

262.  (  Fig.  5o.  )  Problème  XLII.  Construire 
un  carré  équivalent  à  la  différence  de  deux 
carrés  donnés  AG2  et  BG2  ? 

Solution.  Prenez  une  longueur  AG  ;  élevez 
en  A  une  perpendiculaire  que  vous  prolongez 
indéfiniment.  Du  point  G ,  comme  centre ,  et 
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d'un  rayon  GB,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui 
coupera  la  perpendiculaire  indéfinie  en  B, 
et  AB  sera  le  côté  du  carré  demandé. 

Si  BG  est  égal  à  AG,  alors  AB  est  nul; 
et  si  BG  est  plus  petit  que  AG,  le  problème 
est  impossible. 

On  peut  donc  toujours  construire  un  carré 
équivalent  à  des  carrés  donnés,  combinés 
entre  eux  par  addition  et  soustraction;  on 
cherche  le  carré  équivalent  à  la  somme  des 
carrés  soustractifs ,  et  ensuite  un  carré  équiva- 
lent à  la  différence  des  deux, 

263.  (  Fig.  55  bis.  )  Problème  XLIIÏ.  Etant 
donné  le  côté  BM  d'un  carré,  trouver  le 
côlé  BN  d'un  carré,  tel  que  BMJ  soit  à  BN2 , 
comme  la  droite  AP  est  à  la  droite  PC? 

Solution.  Portez  AP  et  PC  de  suite  sur  la 
même  droite  ;  sur  AC,  comme  diamètre,  décri- 
vez une  demi-circonférence  ;  élevez  en  P  une 
perpendiculaire  qui  coupera  la  circonférence  à 
un  point  B;  menez  BA,  BC  que  vous  prolongerez 
indéfiniment;  portez  le  côté  BM  sur  BAf  ou 
sur  son  prolongement;  menez  MN  parallèle 
à  AG;  BN  sera  le  côté  du  carré  cherché. 

En  effet,  Ton  a  BM  :  BN::  BA  :  BC; 

donc  BMa  :  BN2  :  :  BA2  :  BCa  ; 

mais  BAa  :  BCa  :  :  AP  :  PC  (  244)  ; 

donc  BM':BNa::AP.PC. 

Si  le  rapport  entre  les  deux  carrés ,  au  lieu 
d'être  donné  en  lignes,  était  exprimé  par  des 
nombres ,  la  construction  serait  la  même. 
Exemple  :  trouver  un  carré  qui  soit  à  un  carré 
donne,  comme  4  est  à  g;  prenez  9  partie» 
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égales  de  longueur  arbitraire ,  que  vous  portez 
de  À  en  P  ,  et  ensuite  4  de  ces  parties  de  P  en 
C-,  le  reste  s'achève  comme  dessus,  II  y  a 
deux  cas  où  la  construction  se  simplifie  : 
le  premier  est  celui  où  il  s'agit  de  construire 
un  carré  double  d'un  autre  ;  la  diagonale  du 
carré  donné  est  évidemment  le  côte  du  carré 
cherché  ;  le  second  cas  est  celui  où  le  carré 
cherché  doit  être  la  moitié  du  carré  donné  ; 
sur  le  côté  du  carré  donné ,  on  décrit  une 

j  demi- circonférence  ,  et  la  corde  du  cadran  est 

f  le  côté  du  carré  cherché. 

264.  Problème  XLIV.  Construire  un  carré 
équivalent  à  un  triangle  donné  ? 

Solution.  Cherchez  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  moitié  de  la  hauteur  et 
la  base ,  ou  entre  la  moitié  de  la  base  et  la 
hauteur  (  200). 

t.65.  Problême  XLV.  Trouver  Taire  d'un 
trapèse  ? 

Da  ns  !e  trapèze  ABCD  (Jtg*  49  a>)  >  les 
deux  triangles  ABC ,  CBD ,  ont  des  hauteurs 
égales  BK ,  CL  j  et  Ton  aura  % 

ABC  4-  CBD  =  BK  x  £  CD  +  BK  x  {  AB 

=BK(AB+CD) 

I  2 

Vaire  du  trapèze  est  donc  égale  à  la  hau- 
teur multipliée  par  la  demi-somme  de  ses  deux 
bases;  Ja  droite  EF,  qui  réunit  les  milieux  E , 
P,  def  câfHés  non  parallèles,  est  parallèle  aux 
bases ,  et  Ton  a 

1* 
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El  =  7  AB ,  IF  =  f  CD  ; 
d'où        El  +  1F  =  EF  =  i.  AB  +{  CD. 

Vaire  du  trapèze  est  donc  encore  égale  à  sa 
hauteur ,  multipliée  par  la  droite  qui  réunit 
les  milieux  des  côtés  non  parallèles. 

Observation  relative  à  l'aire  des  poly- 
gones (216);  lorsque  tous  les  côtés  d'un 
polygone  sont  des  tangentes  à  la  même 
circonférence  ,  il  est  avantageux  de  faire 
partir  les  lignes  de  division  du  centre  de 
la  circonférence  ,  parce  que  les  triangles 
auront  tous  pour  hauteur  le  rayon  de  la 
circonférence;  lorsqne  ce  centre  est  hors  du 
polygone,  il  y  aura  des  triangles  additifs 
et  d'autres  soustractifs  ;  mais  lorsque  le  centre 
est  dans  l'intérieur  du  polygone,  tous  les 
triangles  doivent  être  ajoutés;  il  suffit  da- 
jouter  ensemble  les  côtés  du  polygone ,  et  de 
multiplier  la  somme  par  la  hauteur  com- 
mune ,  ou  par  la  moitié  du  rayon  du  cercle 
inscrit. 

On  nomme  polygone  circonscrit  à  une  cir- 
conférence, un  polygone  dont  tous  les  côtés 
touchent  la  même  circonférence,  et  celle-ci  est 
inscrite,  à  la  circonférence. 

Le  résultat  précédent  peut  donc  s'énoncer 
ainsi  : 

Vaire  d'un  polygone  circonscrit  à  une 
circonférence ,  est  égale  au  périmètre  du 
polygone  multiplié  par  la  moitié  du  rayon 
du  cercle  inscrit ,  le  centre  étant  dans  ï in- 
térieur du  polygone. 

On  peut  donc  trouver  un  carré^îfcjuivalent 
à  un  polygone  donné;  il  suffit  de  faire  la 
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somme  des  carrés  respectivement  équivalens 
aux  triangles  composant  mais  nous  allons 
donner  uu  moyen  plus  simple  de  résoudre  ce 
problème. 

266.  {Fig.  56.)  Problème  XLVI.  Trans- 
former le  quadrilatère  ABCD  en  un  triangle 
équivalent? 

Solution.  Menez  la  diagonale  BD ,  et  par  À, 
une  parallèle  à  BD;  prolongez  CD,  jusqu'à  ce 
qu'elle  coupe  cette  parallèle  en  E;  menez  BE; 
le  triangle  EBC  est  équivalent  au  quadrilatère 
ABCD.  En  effet,  les  deux  trianeles  ABD,  EBD, 
sont  équivalens;  ils  ont  même  base  BD ,  et  des 
hauteurs  égales,  puisque  leurs  sommets  A,E, 
sont  une  parallèle  à  la  base.  Ajoutant  à  chacun 
de  ces  triangles,  le  triangle  BCD,  on  aura 
d'un  côté  le  quadrilatère  ABCD,  et  de  l'autre 
le  triangle  BCE  ;  et  le  triangle  équivalent  a 
un  côté  commun  avec  le  quadrilatère. 

Problème  XLYII.  Transformer  un  polygone 
quelconque  en  un  triangle  équivalent? 

Solution.  Soit ,  par  exemple ,  un  polygone  de 
10  côtés;  menez  une  diagonale  formant  un 
quadrilatère  avec  3  côtés  consécutifs.  Par  le 
problème  XLVI,  transformez  ce  quadrilatère 
en  un  triangle  équivalent,  la  diagonale  sera  le 
côté  commun  ;  le  polygone  de  10  côtés  sera  donc 
transformé  en  un  polygone  équivalent  de  9 
côtés:  on  transformera  celui-ci  en  un  polygone 
équivalent  de  8  côtés,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  qu'on  arrive  au  triangle  équivalent. 

Problème  XL VIII.  Construire  un  carré 
équivalent  à  un  polygone  donné  ? 
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Solution.  Parle  problème  précédent,  trans- 
formez le  polygone  en  triangle ,  et  construisez 
un  carré  équivalent  à  ce  triangle  (261). 

267.  {Fig.  57.)  Problème  XLIX.  Partager 
la  droite  AB  en  deux  segmens  additifs,  tels 
que  le  carré  d'un  segment  soit  équivalent  au 
rectangle  construit  sur  l'autre  segment  et  la 
ligne  entière  ? 

Solution.  Elevez  à  l'extrémité  À  de  AB,  une 
perpendiculaire  égale  à  la  moitié  de  AB.  Du 
point  O,  comme  centre,  avec  le  rayon  OA, 
décrivez  une  circonférence;  menez  par  l'extré- 
mité B  et  le  centre  O  la  sécante  BMÔN  ;  portez 
BM  de  B  en  C;  BC  et  AC  seront  les  segmens 
demandés;  en  effet,  BA  étant  une  tangente  à 
la  circonférence ,  Ton  a 

BN:BA  ::  BA  :  BM  ; 
d'où  BN— BA  :  BA  :  :  BA— BM  :  BM;  ■ 
or  BA=2A0=MN; 
donc  BN— BA = BN — MN  =  BM  =  BG , 
et     BA — BM  =  BA— BC  =  AC  ; 
donc  BC  :  B  A  :  :  AC  :  BC , 

et  BC2  =  BA  X  AC.  c.  q.  f.  d. 

Il  est  évident  qu'on  a  toujours  BG>AC. 

Ce  problème  s'énonce  ordinairement  ainsi  : 
Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
raison. 

C'est  la  prop.  XI  du  2e.  livre  d'Euclide. 

Problème  L.  {Figure  57.)  Partager  la 
droite  AB  en  deux  segmens  soustractifs ,  tels 
que  le  carré  d'un  des  segmens  soit  équivalent 
au  rectangle  construit  sur  l'autre  segment, 
et  sur  la  ligne  donnée? 

Solution.  Même  construction  que  pour  le 
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problème  précédent  ;  portez  BN  de  B  en  C ,  et 
AC,  BC  sont  les  segmens  cherchés;  en  effet, 
on  a  la  proportion 

BN+BA  :  BN  :  :  BA-fBM  :  BA, 

OU  C'A  :  BC  :  :  BC  :  BA  ; 

donc  BC"  =  BA.  C'A. 

268.  {Figure  58.)  Pboblème  LL  Etant 
données  les  deux  droites  B'AB,  C'AC ,  trouver 
un  point  tel  que  ses  distances  à  ces  deux  droites 
soient  dans  le  rapport  donné  de  la  longueur 
MP  à  la  longueur  QN  ? 

Solution.  Par  un  point  quelconque  M  ,  pris 
sur  B'AB,  élevez  une  perpendiculaire  égale  à 
MP,  et  menez  par  P  une  parallèle  à  B'AB;  au 
point  quelconque  N,  pris  sur  CAC,  élevez 
une  perpendiculaire  égale  à  NQ ,  et  menez  par 
Q  une  parallèle  à  CAC;  les  deux  parallèles 
aux  côtés  de  Tanche  se  rencontreront  en  un 
point  I  :  tous  les  points  de  la  droite  IAS  satis- 
font à  la  question. 

En  prolongeant  QN  dans  le  sens  opposé,  et 
prenant  NQ—NQ',  la  parallèle  menée  par  Q' 
coupera  la  parallèle  en  un  point  I'  situe  dans 
l'angle  C AB' ,  et  tous  les  points  de  la  droite 
l 'AS'  satisfont  aussi  à  la  question;  ainsi,  les 
deux  droites  sont  le  lieu  géométrique  du  point 
cherché;  le  problème  est  toujours  possible. 
Lorsque  les  deux  distances  sont  égales,  ce 
problème  est  le  même  que  celui  qu'on  a  déjà 
résolu  (  i85  ). 

Si  les  distances  sont  mesurées  sur  des  lignes 
obliques  faisant  des  angles  connus  avec  les 
cotés  de  l'angle ,  les  opérations  qui  composent 
k solution  restent  les  mêmes;  au  lieu  d élever 
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des  perpendiculaires ,  on  mènera  des  obliques 
faisant  les  angles  donnés  avec  les  côtes  de 
l'angle. 

Problême  LI  bis.  Etant  données  trois  droi- 
tes ,  trouver  un  point  tel  que  ses  distances  à  ces 
droites  soient  dans  des  rapports  donnés  ? 

Solution.  Soient  A ,  B ,  C ,  les  trois  points 
d'intersection  des  trois  droites  données,  le  point 
cherché  devra  se  trouver  sur  deux  droites  A',A'\ 
passant  par  le  point  A,  et  déterminées  d'après 
lé  problème  précédent;  A'  désigne  la  droite 
passant  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC.  Il  se 
trouvera  encore  sur  quatre  droites  B',  B"  pas- 
sant par  B  ,  et  C,  C  passant  par  C;  il  se  trou- 
vera à  l'intersection  des  trois  droites  A',  B',  C } 
A" ,  B" ,  C  ;  A" ,  C" ,  B'  ;  B" ,  C" ,  A'  ;  ainsi  quatre 
points  satisfont  à  la  question,  dont  le  premier 
est  situé  dans  l'intérieur  du  triangle  ABC. 

Lorsque  les  trois  distances  sont  égales ,  ou 
retombe  dans  le  problème  (  186  )  ;  et  les  quatre 
droites  passant  par  le  point  A  forment  un  fais- 
ceau harmonique  ;  il  en  est  de  même  des  quatre 
passant  par  B  et  par  C  (232). 

369.  Problème  LIL  (Figure  5g.)  Etaut 
donnés  deux  points  A,  C,  trouver  un  troi- 
sième point  M  tel  que  ses  distances  à  ces  deux 
points  soient  dans  un  rapport  donné? 

Solution.  Divisez  AC  en  deux  segmens  addi- 
tifs BG ,  BA ,  et  en  deux  segmens  soustractifs 
DA  ,  DC ,  qui  soient  respectivement  dans  le 
rapport  donné;  il  est  évident  que  déjà  les 
deux  points  B  et  D  satisfont  à  la  question  ; 
mais  tous  les  points  de  la  circonférence 
BMD,  décrite  sur  BD  comme  diamètre,  y 
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satisfont  également.  En  effet,  d'un  point  quel- 
conque M  de  la  circonférence,  soient  menées 
les  quatre  droites  MA  ,  MB  ,  MC,  MD;  puis- 
qu'on a  la  proportion  BÇ  :BA  :  :  DC  :  DA,  la 
droite  AD  est  divisée  Ifarmoniquement  en  B 
et  C,  et  les  quatre  droites  forment  donc  un 
faisceau  harmonique  (  232  )  ;  or  l'angle  BMD , 
inscrit  dans  la  demi-circonférence ,  est  droite 
donc  la  droite  BM  divise  l'angle  AMC  en  deux 
parties  égales  (233);  et  Ton  a 

MC:MA::BC:BA,C.q.f.d. 

Si  du  point  A  on  mène  deux  tangentes  à  la 
circonférence,  la  corde  qui  réunit  les  points 
de  contact  passera  par  le  point  C ,  par  consé- 
quent la  polaire  de  A  passe  par  €• 

Le  point  O  étant  le  milieu  de  B D,  Ton  a  (  1 25) 

OG:OBt:OB:OA; 
d'où  OB— -OC  :  OB  :  :  OA  — OB  :  OA; 

BC:OB  ::  AB  :  OA, 
d'où  AB — BC  :  BG  ::  OA— OB:OB, 

AB— BC:BC     AB  :  OB. 

BG  étant  plus  petit  que  AB,  moins  BC  diffère 
de  AB,  plus  OB  est  considérable. 

Lorsque  BC  est  égal  à  AB,  le  rayon  OB  dé- 
cent infiniment  grand,  et  le  cercle  se  change 
en  une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
^C;  en  effet,  lorsque  BC===AB,  le  rapport 
donné  est  égal  à  l'unité;  et  tous  les  points  de  la 
perpendiculaire  élevée  en  B  sont  également 
éloignés  des  points  A  et  C,  Lorsque  BC  est  plus 
Srand  que  AB,  le  centre  passe  de  l'autre  côté 
du  point  A. 

11  est  facile  de  vérifier  et  de  trouver  les  ex- 
pressions suivantes  : 
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B0  =  ABBC 


A0= 


C0= 


AB— 

-BC 

aé- 

-BC 

BC 

  AB.AC 

AB— BC 

ABa .  AC 
AB.AD_AB_BG; 

prolongeant  AM  jusqu'à  ce  qu'elle  coupe  de 
nouveau  la  circonférence  en  M',  Ton  aura 

CM:AM::BC:AB, 
CM':A]Vr::BC:AB; 

d'où  CM  X  CM'  :  AM  X  AM'  :  :  BCa  :  AB2  ; 

or  AM  X  AM'  =  AB .  AD  r=        ^  ; 

AB — BC 

doncCMxCM'=|^f^; 

ainsi  le  rectangle  CM  X  CM'  est  constant  pour 
toutes  les  droites  qui  passent  par  A. 

270.  Problème  LUI.  Etant  donnés  trois 
points,  et  les  rapports  de  leurs  distances  à  un 
quatrième  point,  déterminer  ce  quatrième 
point? 

Solution.  Soient  A,  B,  C,  les  points  donnés, 

MA  MA 

et  M  le  point  demandé;-— g,  -=rf^    sont  des 

MB  Ml* 

.MB 

rapports  connus;  et  par  conséquent  aussi^jQ> 
je  divise  AB  en  deux  segmens  additifs  ÀD,  DB  ; 
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et  ensuite  en  deux  secmens  sousli  actifs  AE , 

MA 

EB,  qui  soient  dans  le  rapport  donné  de  ^jg» 
décrivant  sur  DE  une  circonférence,  le  point 


sur  ÀC,  en  faisant  usage  du  rapport  donné 

MA  ,     .  r, 

,  on  aura  une  seconde  circonterence  sur 

laquelle  devra  également  se  trouver  le  point  ; 
il  sera  à  l'intersection  des  deux  cercles  ;  il  y  a 
donc  deux  points  qui  satisfont  à  la  question  ; 

MB 

et  si  l'on  fait  encore  usage  du  rapport  et 

de  la  droite  BC,  on  aura  une  troisième  circon- 
férence qui  passera  par  les  deux  mêmes  points 
que  les  deux  premières ,  et  par  conséquent  les 
trois  circonférences  ont  leurs  centres  situés  sur 
une  même  droite. 

Lorsque  les  deux  circonférences  se  touchent , 
il  n'y  a  qu'un  point ,  et  lorsqu'elles  ne  se  ren- 
contrent pas,  le  problème  est  impossible. 

MA 

Lorsque  le  rapport       est  égal  à  l'unité ,  la 

première  circonférence  se  change  en  une  droite 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  (  266)  ; 

Ma 

et  si  le  rapport est  aussi  égal  à  l'unité,  les 

trois  circonférences  deviennent  des  droites  per- 
pendiculaires sur  les  milieux  des  côtés  respec- 
tifs, et  passent  par  un  même  point ,  qui  est  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 

27 1.  Problème  L1V*  (Fig.  60.)  Etant  donnés 
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un  point  F,  désigné  sous  le  nom  de  foyer, 
et  une  droite  LN ,  désignée  sous  le  nom  de 
directrice  ;  trouver  un  point  M  tel  que  le  rap- 
port de  ces  distances  MF,  MG,au  foyer  et 
a  la  directrice  soit  égal  à  un  rapport  donné? 
Solution.  Il  faut  distinguer  trois  cas} 

MF 

i°  MF<MG,  ou  bien  — <i 5 

MF 

2°  MF  =  MG,  ou  bien  — =  i  ; 

MF 

3°  MF>MG,  ou  bi*n^>  i. 

MF 

Premier  cas  ;  =jjg  <  i  : 


Ellipse. 

Abaissez  de  F  une  perpendiculaire  CF  sur  la 
directrice  ;  partagez  CF  en  deux  segmens  ad- 
ditifs AC  ,  AF  ,  et  en  deux  segmens  soustractifs 
CA',  A'Fqui  aient  entre  eux  le  rapport  donné; 
il  est  évident  que  les  deux  points  A  et  A' 
satisfont  à  la  question  ,  et  que  la  droite  CA' 
est  divisée  harmoniquement  ;  mais  il  existe 
encore  une  infinité  d'autres  points  qui  rem- 
plissent la  condition  exigée.  En  effet,  par  un 
point  quelconque  G  pris  sur  la  directrice , 
élevez  une  perpendiculaire ,  menez  GF  ,  et 
opérez  sur  cette  ligne  comme  vous  avez 
fait  sur  CF,  ce  qui  donne  les  deux  points 
K  etK';  sur  KK'  comme  diamètre,  décrivez 
une  circonférence  qui  coupera  la  perpendicu- 
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laire  à  la  directrice  en  deux  points  M  et  M', 
qui  satisfont  à  la  question.  En  effet ,  d'après  le 
problème  LU ,  on  aura 

MG:MF::GK:KF, 
or  GK  :KF  ::CA  :  AF  ; 

donc  MG:MF::CA:AF, 

et  de  même  M'G  :  M'F  :  :  C  A  :  AF. 
Ainsi,  M'  et  M'  sont  deux  points  cherchés;  si 
on  porte  CG  de  l'autre  côté  de  GA ,  et  qu'on 
mène  la  perpendiculaire  GRR',  elle  sera  cou- 
pée par  la  même  circonférence  en  deux  points 
R,  IV ,  symétriques  à  M  et  M'  par  rapport  à 
l'axe  CA'  ;  et  ces  points  résolvent  aussi  fa  ques- 
tion-, on  trouvera  de  la  même  manière  les 
points  situés  sur  les  perpendiculaires  passant 
par  G' ,  G"  ,  etc.  ;  tous  ces  points,  qu'on  peut 
rapprocher  et  multiplier  autant  qu'on  veut , 
forment  une  ligne  continue  à  laquelle  on 
a  donné  le  nom  d'ellipse  ,  et  qu'on  peut  dé- 
crire à  l'aide  d'une  circonférence  de  diamètre 
variable  ;  il  est  aisé  de  démontrer  crue  cette  li- 
gne ne  saurait  avoir  trois  points  en  ligne  droite, 
donc  elle  est  courbe. 

Le  centre  de  la  terre  décrit  autour  du 
soleil  une  courbe  qui  diffère  infiniment  peu 
d'une  ellipse;  il  en  est  de  même  des  autres 
planètes. 

Les  droites FC/FG,  FG',  FG", etc., étant 
coupées  proportionnellement  en  A,  K...  il  s'en- 
suit que  tous  les  points  A,  K...  extrémités  du 
diamètre  variable  ,  sont  sur  une  même  droite 
perpendiculaire  à  CA'  ;  il  en  est  de  même  des 
extrémités  A' ,  K'....;  les  centres  O,  O'  des  cir- 
conférences, milieux  des  droites  AA',  KK',  etc., 


1 44  MANUEL 

renfermées  entre  les  mêmes  parallèles  p  sont 
aussi  sur  une  même  droite,  qui  divise  en 
parties  égales  les  lignes  IF,  SS',  comprises 
entre  ces  parallèles  ;  donc  VI  =  VI'  ;  mais 
MM'  corde  dans  la  circonférence  KMM'K' , 
est  aussi  divisée  en  deux  parties  égales 
par  OV,  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
O'  ;  donc  VM  =  VM' ,  et  par  conséquent 
1M  =  I'M'  ;  portant  AC  de  A'  en  G  et  me- 
nant la  perpendiculaire  XG'Y  les  points  O , 
V,  V  sont  encore  les  milieux  des  droites 
égales  CC,  GX ,  GY\  etc.,  et  Ton  aura 

GM=MX;  GI  =  I'X ;  M'G  =  MX. 
L'on  a 

AF  AF 
MF=MG .  _ ;  M'F  =  M'G  .j-  ; 

Ci  A  LA 

donc   MF+M'F  =  ^(MG+M'G) 
AF  AF  A  F 

=  _(MG+MX)=s.GX=EX.CCi 

or  de  la  proportion  CA  :  AF  :  :  CA'  :  AT , 
l'on  déduit  CA  +  CA'  :  A'F+AF  :  s  CA  :  AF  , 

OU  CC  :  AA'  :  :  CA  :  AF  ; 

AF 

ainsi  AA'  =      .  CC  ; 

donc         MF+M'F  =  AA'  (i). 

AA'  se  nomme  le  grand  axe  de  l'ellipse , 
et  les  droites  FM ,  FM' ,  qui  vont  du  foyer 
aux  points  de  l'ellipse ,  se  nomment  des 
rayons  vecteurs  ;  ainsi  le  résultat  (  i  )  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

La  somme  des  rayons  vecteurs  qui ,  partis 
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du  même  foyer,  aboutissent  aux  extrémités 
à! une  corde  parallèle  au  grand  axe  est  cons- 
tamment égale  au  grand  axe. 

Faisons  A'  P  =  AF ,  on  aura  MF  =  M'F  ; 
donc MF+MF' = AA/  {%). 
f  Le  point  P  est  donc  un  second  foyer  de 
l'ellipse ,  et  la  droite  C'XY  est  une  seconde 
directrice  relativement  à  ce  foyer  ;  car  on  a 

évidemment  la  proportion  FM'  :  M'X  :  :  F'A'  : 
AC.  * 

Cette  propriété  s'énonce  ainsi  :  la  somme 
des  deux  rayons  vecteurs  ,  qui  vont  d'un 
point  de  l'ellipse  aux  deux foyers 9  est  égale  au 
grand  axe  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  pour  un 
point  situé  hors  de  l'ellipse ,  cette  somme  est 
plus  grande  ;  et  pour  un  point  situé  dans  l'in- 
térieur de  l'ellipse ,  elle  est  plus  petite  que  le 
grand  axe. 

374.  De  1k  on  conclut  que ,  i°  la  droite  menée 
par  un  point  de  l'ellipse ,  qui  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  formé  par  un  rayon  vec- 
teur et  son  prolongement ,  est  une  tangente  à 
1  ellipse;  20  la  droite  qui  divise  en  deux  parties 
egales  l'angle  formé  parles  rayons  vecteurs, 
e$t  perpendiculaire  à  la  tangente  ou  une 
normale  ;  3°  les  deux  rayons  vecteurs ,  la 
tangente  et  la  normale ,  forment  un  faisceau 
harmonique. 

^5.  La  propriété  exprimée  par  l'équation 
(0  (p.  j44)  donne  un  moyen  facile  de  décrire 
'ellipse  d'un  mouvement  continu  ;  après  avoir 
désigné  à  volonté  une  ligne  AA'  pour  grand 
a*e ,  et  les  points  F  ,  F'  également  éloignés  de 
A  de  A'  pour  loyers,  on  prend  un  fil  d'une 
longuer  égale  au  grand  axe  ,  et  on  en  fixe  une 
extrémité  au  foyer  F,  et  l'autre  au  foyer  F'  ; 
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on  tend  te  fil  avec  un  style  de  manière  à  lui 
faire  faire  un  angle  FMF' ,  et  faisant  tourner 
le  style  en  maintenant  toujours  la  tension 
du  fil  ,  la  pointe  décrira  l'ellipse ,  car  on 
aura  partout  MF  -f-  MF'  =  A  A7;  Ton  obtient 
ainsi  la  môme  courbe  que  si  on  l'avait  décrite 
au  moyen  de  sa  directrice.  On  voit  donc 
que  l'ellipse  est  une  courbe  fermée  ;  aux  deux 
points  symétriques  B  et  B',  où  les  rayons 
vecteurs  BF,  BF  sont  égaux,  on  aBF  =  jAA' 
as  AO  ;  la  ligne  BB'  est  le  petit  axe  de  l'el- 
lipse. Ainsi ,  lorsqu'on  connaît  le  grand  axe  et 
le  petit  axe ,  en  grandeur  et  en  position  ,  on 
peut  décrire  l'ellipse  ;  le  point  0  ,  milieu  du 
grand  axe ,  est  le  centre  de  l'ellipse  ;  car  toute 
corde  passant  par  ce  point  Y  est  divisée  en 
deux  parties  égales  ;  et  ces  cordes  Sont  ap- 
pelées diamètres  ;  il  est  facile  de  prouver  % 
î°  que  le  grand  axe  est  Je  plus  grand  ,  et 
le  petit  axe  le  plus  petit  de  tous  les  diamètres  ; 
2°  que  les  perpendiculaires  aux  extrémités  du 
grand  axe  ,  et  les  perpendiculaires  aux  ex- 
trémités du  petit  axe,  ne  rencontrant  la  courbe 
qu'en  un  seul  point ,  sont  des  tangentes 
et  forment  un  rectangle  circonscrit  à  Tel* 
lipse. 

Les  quatre  points  A,  B,  A',  B',  extrémités 
des  deux  axes ,  sont  les  sommets  de  l'el- 
lipse. 

276.  Le  triangle  rectancle  BFO  donne 
BOa=BFa — FOa=AOa  —  FOa»(AO+FO) 
(AO— FO)  =  A'F  .  AF  .  ainsi  le  ±  petit  axe  est 
une  moyenne  proportionnelle  entre  les  dis- 
tances d'un  foyer  aux  deux  extrémités  du  grand 
axe  ,  ou  bien  entre  les  distances  focales. 

277.  Dans  le  trapèze  MFF'M',  les  angles 
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opposés  sont  supplémens  l'un  de  l'autre  :  donc 
ses  quatre  sommets  sont  situés  sur  une  même 
circonférence  (  i5g),  et  l'on  a 

MF  x  M  F  +MM'  x  FF'  =  MF'  x  M  F , 
ou  bien  MF»  +  MM' x  FF  =  M  F2  (a33) 

M  F2  —  MF»  =  MM'  X  FF'  ; 
(MF' — MF)  (MF'+MF)  =  (MF — MF)  AA' 

=  MM'.  FF', 

MF— MF  FF 
et  par  conséquent     ^     =  — . 

Ainsi ,  la  différence  des  deux  rayons  vecteurs 
qui  partis  du  même  foyer  ,  aboutissent  à  la 
même  corde  parallèle  au  grand  axe ,  divisée  par 
cette  corde ,  est  constamment  égale  à  la  dis- 
tance des  deux  foyers  divisée  par  le  grand  axe. 
Cette  différence  diminue  donc  avec  cette  dis- 
tance ;  et  lorsque  les  deux  foyers  se  réunissent 
au  centre ,  leur  distance  est  nulle  ;  tous  les 
rayons  vecteurs  sont  égaux,  et  ^'ellipse  devient 
un  cercle ,  décrit  Sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre; plus  les  foyers  se  rapprochent  du  céntre, 
et  plus  l'ellipse  se  rapproche  de  ce  cercle ,  et 
plus  les  directrices  s'éloignent  de  À  et  de  A'. 
On  donne  le  nom  $  excentricité  au  rapport 
FF  OP 

=  q^*  Ainsi  le  cercle  est  une  ellipse  dont 

l'excentricité  est  nulle,  et  dont  les  directrices 
sont  situées  à  l'infini.  Plus  OA  diminue  et  plus 
le  cercle  devient  petit  ;  et  lorsque  OA  devient 
nul ,  le  cercle  se  réduit  en  un  point. 

Le  foyer  F  restant  fixe ,  plus  le  point  A 
s'approche  de  C  et  plus  les  points  0  et  A' 
s'en  éloignent  ;  et  lorsque  A  est  au  milieu  de 
i  0  et  A'  sont  à  des  distances  infinies  ,  alora 
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AF  MF 

aussi  on  a •— == =  1;  ce  quiest  le  deuxième 
cas. 

MF 

Problème  LIV.  Deuxième  cas.       =  1  : 


Parabole. 

278.  Ce  cas  est  l'objet  du  problème  XXVI 
(p.  79)  :  nous  avons  vu  que  le  lieu  géométrique 
du  point  est  une  parabole. 

MF 

27g.  Problème  LIV.  Troisième  cas.  ^^>i  : 

Hyperbole. 

{Fig.  61.)  Abaissez  de  F  une  perpendi- 
culaire FC  sur  la  directrice  LN  ;  partagez  CF 
en  deux  segmens  additifs  AC  ,  AF ,  et  en  deux 
segmens  soustractifs  A'F,  A'C ,  qui  aient  entre 
eux  le  rapport  donné  :  les  points  A  et  A'  satis- 
font à  la  question  :  en  raisonnant  comme  pour 
l'ellipse  ,  on  trouvera  les  autres  points  M,  M', 
qui  remplissent  la  condition  voulue  ;  dans  la 
vue  d'abréger ,  on  a  pris  les  mêmes  lettres  dans 
les  figures  60  et  6 1  ,  pour  désigner  les  points 
analogues  ;  avec  cette  différence  que  CA  étant 
plus  petit  que  AF ,  il  faut  nécessairement , 
pour  que  la  proportion  harmonique  existe , 
que  C  soit  entre  A  et  A' ,  que  G  soit  entre 
K  et  K'  dans  la  fig.  61  ;  tandis  que  ces  points 
sont  différemment  situés  dans  la  fig,  60  : 
en  faisant  les  constructions  et  réunissant  les 
points»  on  trouve  qu'ils  sont  distribués  sur 
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une  courbe  à  deux  branches  ouvertes,  séparées, 
PAQ  ,  P'A'Q',  qui  s'étendent  à  l'infini ,  et  sont 
symétriquement  divisées  par  les  deux  axes  AA' 
et  BB';  on  prouvera  comme  pour  l'ellipse, 
que  le  point  V  est  le  milieu  de  MM'  et  de  IF  ; 
mais,  dans  l'ellipse,  MM'  est  égal  à  GM  — GM, 
à  la  différence  des  deux  segmeus  GM ,  GM'; 
au  lieu  que,  dans  l'hyperbole,  elle  est  la  somme 
decessegmens  ;  delà  résulte  une  modification 
dans  la  propriété  énoncée  (  275  ).  En  effet , 
Ton  a 

AF 

MF = M  G.  7^7- 

AF 

M'F=M'G.£t; 
d'où  M  F — MF  =  ~  (  M'G — MG  ) 

(j  A 

A  "p  A  "p  A  p» 

=câ(mg'-mg'=ca-G6'=câcc' 

Et  on  démontre  ,  comme  ci-dessus  (  265  ) , 
que 

AF 

cÂ-cc'=AA,i 

donc  M'F  —  MF=.AA\ 

AA'  se  nomme  le  premier  axe  ;  ainsi  dans 
l'hyperbole  ,  la  différence  des  rayons  vecteurs 
qui  aboutissent  à  la  même  corde  parallèle  au 
premier  axe ,  est  égale  à  ce  premier  axe. 

En  prenant  AT'  =  AF  ,  on  aura  aussi  un 
second  foyer ,  et  on  démontre  ,  comme  ci- 
dessus  (275)  ,  que  la  différence  des  rayons 
vecteurs  qui  vont  d'un  point  de  Vhyperbole 

i3' 
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aux  deux  foyers ,  est  constamment  égale  au 
premier  axe. 

De  là  on  déduit  un  moyen  de  décrire  cette 
courbe  d'un  mouvement  continu. 

Ayant  pri9  à  volonté  les  foyers  F,  F'  et 
une  longueur  AA'  pour  premier  axe ,  on  fixe 
en  F;  une  règle  ,  mobile  autour  de  ce  point  ; 
on  attache  un  bout  d'un  fil  en  F  et  l'autre 
à  un  point  M  de  la  règle ,  de  manière  que  la 
longueur  F'M  de  la  règle  ,  moins  celle  du  fil , 
soit  égale  à  AA'  :  il  est  évident  que  le  point 
M  est  à  la  courbe  ;  ensuite  on  fera  tourner 
la  règle  autour  de  F' ,  de  sorte  que  l'angle 
MF'F  aille  en  diminuant,  et  tenant  toujours 
le  fil  appliqué  contre  la  règle,  à  l'aide  d'un 
style  ,  la  pointe  décrira  l'arc  d'hyperbole  MA  ; 
car  les  différences  entre  les  longueurs  de  la 
règle  et  du  fil  restent  constantes  ,  puisqu'elles 
diminuent  chacune  de  la  même  quantité  j  plus 
la  longueur  primitive  de  la  règle  sera  grande 
et  plus  grand  sera  Tare  décrit  ;  on  voit  ce  qu'il 
faut  faire  pour  décrire  les  arcs  situés  au-dessous 
du  premier  axe. 

Dans  l'hyperbole ,  l'axe  BOB'  ne  rencontre 
pas  la  courbe  ;  on  le  nomme  second  axe  ;  le 
centre  O  de  l'hyperbole  divise  en  deux  parties 
égales  les  cordes  transverses  qui  y  passent ,  et 
que ,  par  cette  raison  ,  on  nomme  diamètres  ; 
mais  toutes  les  lignes  qui  passent  par  le  centre 
ne  rencontrent  pas  la  courbe.  Nous  verrons 
plus  loin  comment  on  peut  déterminer  la 
dernière  de  toutes  celles  qui  rencontrent ,  ou 
bien  celles  qui  rencontrent  à  l'infini,  et  qui 
ont  été  nommées  asymptotes. 

Lorsque  la  directrice  passe  par  le  foyer 
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l'hyperbole  se  réduit  évidemment  à  deux 
droites. 

280.  On  démontre  ,  que  i°  la  droite  qui 
divise  en  deux  parties  égales  l'angle  formé 
par  deux  rayons  vecteurs  allant  d^un  point 
de  La  courbe  aux  deux  foyers  ,  est  une  tan- 
gente ;  i°  la  droite  qui  divise  en  deux  parties 

égaies  l'angle  adjacent  9  est  uue  normale  ; 

3°  les  deux  rayons  vecteurs,  la  tangente  et  la 

normale  ,  forment  un  faisceau  harmonique- 
Dans  l'ellipse,  la  première  droite  est  une 

normale  et  la  seconde  une  tangente.  (P.  \$5.) 

Les  trois  courbes  ,  la  parabole ,  Y  ellipse  et 
Y  hyperbole  ,  sout  connues  sous  le  nom  de  sec- 
tions coniques.  Nous  verrons  plus  loin  la 
raison  de  cette  dénomination ,  et  noiis  nous 
en  servirons  par  anticipation  pour  abréger  le 
discours. 

Il  est  évident  que  si  la  distance  GM  d'un 
point  de  la  courbe  à  la  directrice  était  me-* 
surée  obliquement ,  parallèlement  à  une  droite 
donnée ,  on  aura  toujours  les  mêmes  courbes  ; 
ttiàis  elles  ne  correspondent  plus  aux  mêmes 
conditions  ;  ainsi  lorsque  la  distance  au  foyer 
eit  égale  h  la  distance  à  la  directrice,  on  n'aura 
a4  une  parabole,  mais  une  ellipse  ou  une 
yperbole,  etc. 

281.  Problème  LV.  [Fig.62.)  Étant  donné 
le  point  F  et  les  deux  droites  IR ,  IT  ;  trouver 
sur  la  dernière  Un  point  M  tel ,  que  sa  dis- 
tance au  point  F  soit  à  sa  distance  à  la  droite 
IR  dans  un  rapport  donné,  par  exemple, 
comme  AF  est  à  AC? 

Solution.  Du  point  quelconque  D  ,  élevé* 
la  perpendiculaire  DE,  et  du  point  M  abais- 
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sez  la  perpendiculaire  MG,  on  aura  les  deux 
proportions   DE  :  El  :  :  GM  :  MI 

AF  :AC::MF:GM: 

multipliant  les  proportions  terme  à  terme , 

il  vient  AF  .  DE  :  El .  AC  :  :  MF  :  ML 

Le  rapport  de  MF  à  MI  est  donc  connu  ; 

divisant  IF  harmoniquement  en  K  et  K'  ,  de 

KF    AF.DE  w 
manière  que  Ton  ait  r—  =  ;  et  décrivant 

lit      ksi .  ALi 
sur  KK'f  comme  diamètre,  une  circonférence, 
elle  coupera  la  droite  en  deux  points  ,  M  et  M' 
qui  satisfont  à  la  question. 

La  droite  FO  ,  qui  divise  l'angle  MFM'  en 
parties  égales,  coupe  harmoniquement  la  droite 
IT  ;  car  Ton  a 

FM  :  FM'  :  :  IM  :IM'  :  :MO  :  OM', 

et  FO  est  perpendiculaire  sur  IF. 

Supposons  que  IR  et  le  point  F  restant  fixes» 
la  droite  IT  tourne  autour  de  I  ;  les  points 
M,  M'  appartiendront  à  une  section  conique  , 
la  droite  FO  reste  fixe  ,  et  par  conséquent  le 
point  O  décrit  une  droite  qui  passe  par  le 
foyer  F  ;  de  là  on  conclut  que  ,  i°  si  par  un 
point  I  pris  sur  la  directrice  IR ,  on  mène 
des  sécantes  IMM' ,  et  qu'on  les  divise  har- 
moniquement ,  les  points  de  division  O  sont 
sur  une  même  droite  ;  2°  cette  droite  passe 
parle  foyer;  3°  la  directrice  est  la  polaire  du 
loyer  ;  4°  menant  par  le  foyer  une  corde  quel- 
conque ,  et  par  les  extrémités  de  cette  corde  , 
deux  tangentes,  leur  point  d'intersection  ap- 
partient à  la  directrice  ;  5°  ce  point  et  le  foyer 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  corde. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  la  première 
de  ces  propriétés  a  lieu,  lors  même  que  le 
point  I  n'est  pas  sur  la  directrice. 
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181.  Problème  LVI.  Connaissant  le  foyer,  le 
sommet  voisin  et  ia  directrice  d'une  des  sec- 
tions coniques  ,  et  une  droite  étant  donnée  , 
trouver  Tin tersection  de  cette  droite ,  avec  cha- 
cune de  ses  courbes ,  sans  avoir  besoin  de  les 
décrire? 

Solution.  La  même  construction  que  pour 
le  problème  précédent. 

283.  Problème  LVII.  Etant  donnés  le  foyer 
commun  à  deux  sections  coniques,  les  sommets 
voisins  ,  et  la  directrice  de  chacune ,  trouver, 
s'il  y  a  lieu  ,  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes  ,  sans  avoir  besoin  de  les  décrire  ? 

Solution.  Soit  F  le  foyer  commun ,  D  la  di- 
rectrice de  la  première  courbe  ,  et  D'  la  di- 
rectrice de  la  seconde  ;  soit  M  un  point  d'in- 
tersection cherché ,  et  MG  ,  MG'  les  perpen- 
diculaires abaissées  de  M  sur  D  e  t  D'  ,  les  rapports 
MG    MGr        ,  , 

ïfr  et  sont  donnes  :  on  connaît  donc  aussi 
MF  MF 

1  MG  , 

le  rapport  jy^r?*  ou  Ie  rapport  des  distances 

du  point  M  à  deux  droites  D  et  T¥ ;  alors,  d'après 
le  problème  LI  (269),  le  point  devra  se  trou- 
ver sur  deux  droites;  on  déterminera  l'inter- 
section de  chacune  de  ces  droites  avec  l'une 
quelconque  des  courbes  données  (prob.  LV)  ; 
on  aura  en  général  quatre  points ,  qui  sont 
ceux  d'intersection  des  deux  courbes. 

284.  Problème  LVIIL  Soit  A ,  B,  C ,  trois 
sections  coniques  quelconques  :  D,  TV ,  D" 
leur  directrice  respective  ;  et  soit 

F  le  foyer  commun  à  A  et  B 
F  B  et  C 

F"  A,  C. 
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Trouver  le  point  ou  les  points  communs  à 
ces  trois  courbes,  s'il  y  a  lieu,  sans  décrire 
les  courbes? 

Solution.  On  connaît  les  rapports  des  dis- 
tances du  point  M  aux  trois  directrices ,  on  peut 
donc  le  construire  (problème  LU  )  ;  il  y  en  a 
çn  général  quatre  points  qui  peuvent  être 
communs  à  trois  sections  coniques;  nous  di- 
sons en  générai  ,  car  ces  points  peuvent  se 
réduire  à  trois,  à  deux,  à  un  seul,  et  même 
le  problème  peut  devenir  impossible. 

285.  Problèmê  LIX.  (  Fig.  63.  )  Etant  don- 
nés deux  cercles ,  construire  un  troisième  cer- 
cle qui  touche  les  deux  cercles  donnés? 

Solution.  Soit  A,  B,  les  centres  des  deux 
cercles  donnés ,  R,  R',  leurs  rayons,  et  R>  R'  ; 
désignons  par  C  le  centre  du  cercle  cherché; 
joignons  les  deux  centres  donnés  par  une 
droite;  elle  coupera  les  deux  cercles  en  quatre 
points,  que  nous  désignons  par  E,  F,  G,  H,  dans 
Tordre  de  leur  succession  ;  ËAF  est  le  diamètre 
du  cercle  A,  et  GBH  celui  du  cercle  B  ;  décrivant 
surEG,  FG,FH,  EH  comme  diamètre ,  quatre 
cercles,  ils  satisferont  à  la  question  j  mais  il  y  en 
a  encore  une  infinité  d'autres. 

i°  Pour  tous  les  cercles  qui,  comme  FG, 
touchent  extérieurement  les  cercles  donnés,  on 
aCA  —  CB  =  R— R';carCF  =  CG:  par  con- 
séquent la  différence  des  distances  du  point  C 
aux  deux  centres  A  et  B  est  constante;  le  point 
G  est  donc  sur  une  branche  d'hyperbole  ayant 
A  et  B  pour  foyers,  et  R — R'  pour  grandeur 
du  premier  axe  ;  cette  hyperbole  passe  par  le 
milieu  de  FG. 

i°  Pour  tous  les  cercles  qui ,  comme  FH , 
sont  touchés  intérieurement,  on  aCE  =  GH 
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et  CÀ — CB  =  R — R'  ;  ainsi  les  centres  de  ces 
cercles  sur  la  même  hyperbole ,  mais  sur  la  se- 
conde branche. 

3°  Pour  les  cercles,  comme  EG,  FH ,  qui 
touchent  un  cercle  intérieurement  et  l'autre 
extérieurement ,  Ton  a  CG  =  CE  ou  CF  =  CH , 
et  de  là  CA  —  CB  =  R+R';  les  centres  de  ces 
deux  systèmes  de  cercle  sont  donc  sur  une 
seconde  hyperbole,  ayant  mêmes  foyers  nue  la 
précédente  ;  mais  son  premier  axe  est  égal  à 
R+R'  ;  chaque  branche  renferme  les  centres 
d'un  système  de  cercles  qui  touchent  de  la 
même  manière  les  deux  cercles  donnés. 

286.  Problème  LX.  Construire  un  cercle  qui 
touche  trois  cercles  donnés?  ' 

Solution.  Soient  A,  B,  C,  les  trois  cercles 
donnés,  R,  R',  R"  les  rayons  respectifs;  le 
centre  du  cercle  qui  les  touche  tous  les  trois , 
sera  à  l'intersection  de  deux  hyperboles  ,  ayant 
pour  foyers  A  et  B  et  A  et  C  ,  ou  bien  A  etB 
et  B  et  C  ;  par  conséquent ,  dans  les  deux  cas , 
ils  ont  un  foyer  commun  :  on  pourra  donc 
trouver  leur  point  d'intersection  (problème 
LVII);  on  trouvera  de  même  les  autres  cer- 
cles tangens.  Wous  reviendrons  sur  ce  pro- 
blème ,  pour  le  résoudre  plus  simplement. 

287.  Problème  LXI.  (  Figure  64.  )  Par  un 

5 oint  donné  M,  dans  l'angle  CAB  ,  mener  une 
roite  DME  ,  telle  que  les  deux  segmens  DM  , 
ME  ,  soient  dans  un  rapport  donné  ? 

Solution.  Menez  par  M  la  parallèle  MF  à 
l'un  des  côtés  de  l'angle  ;  prenez  AF  à  FE  dans 
le  rapport  donné  ;  tirez  EMD ,  ce  sera  la  ligne 
demandée. 

Si  le  rapport  donné  est  l'unité,  il  suffit  de 
faire  FE  =  AF  ,  et  le  point  M  sera  le  milieu  de 
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DME.  On  voit  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  si  le 
point  M ,  étant  dans  l'angle  adjacent ,  les  deux 
segmens  deviennent  soustractifs. 

Polygones  semblables;  centres  de  similitude. 

288.  \Fig  65.)  Deux  polygones  ABCDE, 
abcde,  sont  équiangles  entre  eux ,  lorsqu'en 
prenant  les  angles  clans  le  même  ordre ,  ils 
sont  égaux  chacun  à  chacun:  ainsi,  A  =  a, 
B  =  bl  C  =  c,  D  =  rf,  etc. 

Dans  deux  polygones  équiangles ,  les  som- 
mets des  angles  égaux  sont  dits  sommets  homo- 
logues ;  ainsi ,  À  est  homologue  à  a ,  B  à  b  ,  etc. 

On  nomme  cotes  et  diagonales  homologues , 
les  côtés  et  les  diagonales  qui  réunissent  deux 
sommets  homologues  :  ainsi ,  les  côtés  AB  et  ab 
sont  homologues  ;  il  en  est  de  même  de  BG  et 
bc ,  de  AD  ,  ad. 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils 
sont  équiangles  entre  eux ,  et  ont  leurs  côtés 
homologues  proportionnels  ;  de  manière  que 
Ton  ait  AB  :  ab  :  :  BC  :  bc  :  CD  :  cd9  etc.  ; 
ainsi,  la  similitude  des  polygones  suppose, 
i°  l'égalité  des  angles;  i°  la  proportionnalité 
des  côtés  homologues.  Lorsque  le  polygone  n'a 
que  trois  côtés,  dans  le  triangle,  une  de  ces 
conditions  suffit;  car  la  seconde  condition  en 
est  une  conséquence  (20  4)- 

Un  carré  et  un  rectangle  ne  sont  pas  des 
polygones  semblables;  la  première  condition 
existe,  mais  pas  la  seconde  ;  un  carré  et  un  lo- 
sange ne  sont  pas  des  figures  semblables;  la 
deuxième  condition  existe,  mais  non  la  pre- 
mière; tous  les  carrés  sont  des  figures  sem- 
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blables;  car  les  deux  conditions  subsistent 
ensemble. 

289.  De  cette  suite  de  proportions  AB  :  ab 

:  :  BC  :  bc  s  :  CD  :  cd  :  :  DE  :  de  :  :  EF  :  ef,  l'on 

conclut  AB+BC+CD+DE  +  EF:*z6+ôc 
+  cd^rde+ef:  :  AB  :  ab  ;  donc, 

Le  contour  ou  le  périmètre  du  premier  po- 
lygone est  au  périmètre  du  polygone  sembla- 
ble comme  un  côté  du  premier  est  au  côté 
homologue  du  second. 

290.  Menan  t  des  diagonales  des  deux  sommets 
homologues  A  et  a,  les  deux  triangles  ABC, 

ta,  sont  semblables,  puisqu'ils  ont  un  angle 
égal  (A,  a) ,  compris  entre  des  côtés  propor- 
tionnels (208)  :  donc  angle  BCA=angle  bca\ 
mais  l'angle  BCD  —bcdx  donc  ACD  =  acd; 
or  AC  :  ac  :  :  BG  :  bc  :  :  CD  :cd:  donc  les  deux 
triangles  ACD  et  acd  sont  semblables,  puisqu'ils 
ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  propor- 
tionnels. On  démontre  de  même  que  le  triangle 
A  DE  est  semblable  au  triangle  ADE;  par 
conséquent  ,  deux  polygones  semblables 
peuvent  être  partagés  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables  ,  par  des  diagonales 
tirées  de  deux  sommets  homologues. 

291.  En  comparant  les  aiies  des  triangles 
semblables  (202),  on  obtient: 

Aire  ABC  :  aire  abci.AB.JiG:ab.bci:AB7:ab*i 
Aire  ADC  :  aire  adc  :  :  CD*  :  cd*  :  :  AB9  : 
Aire  ADE  :  aire  ade  :  :  DE2  :  de1  :  :  ABa  :  ab^ 
D'où  aire  ABC  :  aire  abc  :  :  aire  ADC  :  aire 

adc  :  :  aire  ADE  :  aire  ade  ; 
Et  ABC+ADC+ADE  :  abc  +  adc  +  ade  :  : 

aire  ABC  :  aire  abc  :  :  ABQ  :  ab. 
Ainsi ,  les  aires  des  deux  polygones  $em- 

14 
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blables  sont  entre  elles  comme  les  carrés  des 

côtes  homologues. 

Soit,  par  exemple ,  ÀB  =  am  et  ab=  im  j  le 
contour  du  petit  polygone  sera  contenu  2 
fois  dans  celui  du  grand,  et  l'aire  du  petit 
polygone  sera  contenue  4  fois  dans  celle  du 
grand  ;  le  rapport  des  aires  croît  plus  rapide- 
ment que  celui  des  contours, 

292.  {Fig.  65.)  La  réciproque  de  la  pro- 
position (  289  )  est  celle-ci  :  deux  polygones 
sont  semblable»  lorsquils  sont  formés  dun 
même  nombre  de  triangles  semblables ,  et 
semblablement  placés  ;  en  effet,  de  ee  que 
les  deux  triangles  ABC  et  abc  sont  semblables , 
(287)  on  en  conclut  qu'ils  sont  équiangles  entre 
eux  (204) ,  qu'ils  ont  les  côtés  proportionnels  , 
et  l'on  a  BC  :  bc  *  •  CD  :  ac  ;  mais  les  deux  trian- 
gles suivans  ACD  et  acd  étant  semblables , 
fournissent  la  proportion  AG  :  eue  s  :  GD  :  cd  j 
donc  BC  :  bc  11  AC  :  cd)  en  continuant  de 
la  même  manière ,  on  parvient  à  prouver  que 
les  deux  polygones  ont  les  angles  égaux  et  les 
côtés  homologues  proportionnels.  Si  Ton  re- 
tourne le  triangle  ABC,  de  manière  que  G 
soit  en  A  et  A  en  C ,  les  deux  polygones  seront 
encore  composés  d'un  même  nombre  de  trian- 
gles semblables,  et  toutefois  les  polygones  ne 
seront  plus  semblables,  car  les  triangles  ne 
sont  pas  semblablement  placés  j  les  côtés  sont 
encore  proportionnels  ,  mais  les  angles  ne 
sont  plus  égaux.  . 

193.  (  Fi{*.  66.)  Deux  polygones  équian- 
gles ABCDt,  abede  ,  peuvent  toujours  être 

{)lacés  de  manière  à  avoir  tous  les  côtés  bomo- 
ogues  parallèles  et  tournés  dans  le  même 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  |  5Q 

sens  ;  en  effet ,  AB  étant  parallèle  à  ab ,  et 
l'angle  ABC  étant  égal  à  l'angle  abc ,  et 
tourné  dans  le  même  sens ,  il  faut  que  bc  soit 
parallèle  à  BC,  et  par  la  même  raison  CD  sera 
parallèle  à  cd ,  et  ainsi  de  suite* 

Lorsque  les  polygones  sont  de  plus  sembla- 
bles ,  les  droites  A  a ,  B  b ,  Ce  ,  et  qui  passent 
par  les  sommets  homologues,  se  réunissent 
en  un  même  point  O ,  appelé  centre  de  simi- 
litude. En  effet ,  soient  menées  les  deux  cl  roi* 
tes  Aa,  Bfr,  se  rencontrant  en  O,  Ton  a  la 
proportion  Ob  *  OB  :  :  ab  :  AB  ;  mais  ab  :  AB  :  : 
BC  :  bc;  donc  Ob  :  OB  :  :  bc  :  BC  :  il  faut  donc 
que  les  trois  points  O,  c,  C,  soient  sur  une 
même  droite;  on  démontrera  de  même  que 
les  trois  points  O  ,  d,  D,  sont  sur  une  même 
droite. 

294*  Et  réciproquement ,  lorsque  deux  poly- 
gones à  côtés  parallèles ,  et  tournés  dans  le 
même  sens ,  ont  un  centre  de  similitude ,  ils 
sont  nécessairement  semblables  t  donc ,  pour 
construire  sur  la  droite  donnée  AB  homolo- 
gue à  ab ,  un  polygone  semblable ,  il  faut 
mener  du  point  0  des  droites  aux  sommets, 
une  droite  parallèle  à  ab  et  égale  à  AB  ;  par 
B  une  parallèle  BC  à  bc;  par  C  une  parallèle 
CD  à  cd,  et  ainsi  de  suite  ;  le  polygone 
ABCDE  sera  semblable  au  polygone  abede. 

295.  Le  parallélisme  des  côtés  entre  deux  po- 
lygones semblables  ,  pouvant  s'établir  d'une 
infinité  de  manières,  il  s'ensuit  qu'il  existe 
une  infinité  de  centres  de  similitude,  soit 
dans  l'intérieur  ,  soit  à  l'extérieur  des  poly- 
gones; on  peut  même  choisir  un  point  pris 
arbitrairement  pour  centre  de  similitude; 
alors  étant  donnée  la  position  d'un  des  poly- 
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gones ,  celle  de  l'autre  peut  avoir  deux  posi- 
tions. (Fig.  67.)  En  effet,  soient  AJBCD, 
abcd,  deux  polygones  semblables,  et  O  leur 
centre  de  similitude ,  en  prolongeant  les  dia- 
gonales OA ,  OB ,  OC ,  OD ,  d'une  quantité 
égale  et  dans  le  sens  inverse ,  on  formera  un 
nouveau  polygone  db'dd  égal  à  ABCD  ,  et 
dont  les  côtés  homologues  sont  parallèles  à 
ceux  du  polygone  abcd;  dans  la  première 
position ,  le  centre  de  similitude  est  du 
même  côté  des  deux  polygones  ;  dans  la 
seconde  position ,  le  centre  de  similitude  est 
intermédiaire. 

296.  (Fig.  66.)  Il  est  facile  de  voir  que 
toute  droite  FOK.  qui  passe  par  le  centre 
de  similitude  O  de  deux  polygones  sembla- 
bles, les  partage  chacun  en  deux  polygones 
respectivement  semblables  ;  FBAEK  est  sem- 
blable àfbaek,  et  FCDK  est  semblable  à 
fcdky  et  réciproquement  toute  droite  qui 

Eartage  de  cette  manière  deux  polygones  sem- 
lables,  et  ayant  leurs  côtés  homologues  pa- 
rallèles ,  passe  nécessairement  par  le  centre 
de  similitude  :  une  telle  droite  se  nomme 
axe  de  similitude  ;  il  suit  de  ce  qui  précède 
que  deux  axes  de  similitude  se  coupent  au 
centre  de  similitude. 

297.  (Fig.  67.)  Si  sur  les  deux  côtés  ho- 
mologues BA,  ba,  b'a!9  on  construit  les 
triangles  semblables  BAI,  bai,  b'dï  ,  les 
points  I  et  i,  i  sont  les  sommets  homologues 
des  trois  polygones  semblables  IBCDAI  , 
ibcdai,  i'b'c'd'a'i'î  or,  ces  polygones  ont  le 
même  centre  de  similitude  que  les  trois  pre- 
miers polygones  :  donc  les  trois  points  I ,  i.i1 
sont  sur  une  même  droite ,  passant  par  le 
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centre  O  de  similitude ,  et  cette  droite  peut  ne 
rencontrer  aucun  des  deux  polygones;  elle 
est  aussi  un  axe  de  similitude. 

298.  Deux  polygones  égaux  sont  évidem- 
ment semblables  ,  et  lorsqu'ils  sont  placés 
dans  la  position  parallèle,  leur  centre  de 
similitude  est  situé  à  l'infini. 

299.  [Fig.  68.  )  Soit  ABCDEF  un  polygone 
équilatéral ,  ayant  les  angles  B  =  C  =  E  =  F, 
et  supposons  que  la  diagonale  AD  divise  le 
polygone  en  deux  parties  symétriques,  de 
sorte  que  les  droites  BF,  CE  sont  perpendi- 
culaires à  AD ,  qui  les  divise  en  deux  parties 
égales  ;  il  est  évident  qu'en  aura  AB ,  BC , 
CD,  respectivement  parallèles  à  DE ,  EF,  AF; 
soit  abcâef  le  polygone  semblable,  placé 
dans  la  position  parallèle,  on  aura  de  même 
ab,bc,  cd,  respectivement  parallèles  à  de  , 

Considérons  d'abord  les  lettres  italiques 
écrites  extérieurement  au  polygone,  dès  lors  a 
est  homologue  à  A  ,  b  à  B ,  etc.  ;  en  menant 
des  droites  par  ces  points ,  on  obtient  le  centre 
0  de  similitude  5  considérons  les  lettres  itali- 
ques écrites  dans  l'intérieur  du  polygone;  elles 
répondent  aussi  à  des  sommets  homologues  ; 
donc  en  joignant  par  des  droites  les  sommets 
homologues,  elles  se  réunissent  en  un  point  o 
qui  est  un  second  centre  de  similitude  :  ainsi , 
ces  sortes  de  polygones  équilatéraux  ont  deux 
centres  de  similitude  t  l'un  O  externe ,  et 
l'autre  o  intermédiaire  ou  interne  ,  et  il  est 
aisé  de  démontrer  que  la  droite  O  o  divise  les 
côtés  BC,  EF,  bc ,  ef9  en  parties  propor- 
tionnelles aux  côtés  homologues  des  poly- 
gones. 
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Lorsque  les  deux  polygones  équilatéraux 
sont  égaux ,  et  placés  dans  la  position  paral- 
lèle, le  centre  de  similitude  externe  est  à 
l'infini,  et  le  centre  interne  est  le  seul  qui 
existe. 

300.  Soient  P,  P',  P",  trois  polygonés  quel* 
conques  semblables ,  et  placés  dans  la  posi- 
tion parallèle  ;  et  soit 

E"  le  centre  de  similitude  de  P  et  P'  j 
E'  Id.  P,  P"; 

E  Id.  F ,  P". 

•  Menons  une  droite  par  E"  et  É',  elle  sera  axe 
de  similitude  pour  P  et  P'  et  pour  P  et  P"  : 
elle  sera  donc  axe  de  similitude  entre  P'  et  Pf' , 
par  conséquent ,  elle  passera  par  le  centre  E  de 
similitude  (295)  :  donc  les  trois  centres  de 
similitude  sont  sur  une  même  droite. 

301.  P,  P',  P",  étant  trois  polygones  sem- 
blables ,  équilatéraux  comme  dans  le  numéro 
267. 

Soient  E"  le  centre  de  similitude  externe, 
et  I"  le  centre  de  similitude  interne  de  P  et  P'  ; 

E'  le  centre  de  similitude  externe  ,  et  M  le 
centre  de  similitude  interne  de  P  et  P"  \ 

E  le  centre  de  similitude  externe ,  et  I  le 
centre  de  similitude  interne  de  P'  et  P". 

On  prouvera  comme  ci-dessus  (3oo),  que  les 
six  centres  sont  distribués  trois  à  trois  sur  une 
même  droite ,  savoir  les  trois  centres  externes 
et  deux  centres  internes  avec  un  externe ,  ce 
qui  donne  quatre  droites. 

3oa.  On  nomme  rayons  homologues  deux 
droites.,  telles  que  O  E  ,  oe  ,  ou  OB  ,  ob,  qui 
vont  d'un  centre  de  similitude  à  deux  som- 
mets homologues;  il  est  évident  i°  que  les 
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rayons  homologues  sont  entre  eux  comme  les 
côtés  homologues;  2°  que  les  périmètres  des 
deux  polygones  semblables  sont  entre  eux 
comme  les  rayons  homologues;  3°  que  les 
surfaces  des  deux  polygones  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  rayons  homologues. 


Lignes  courbes  semblables;  propriétés  des 

cercles  comparés. 

3o5.  {Fig.  69.)  Soit  ABCDEF  une  ligne 
courbe  quelconque ,  un  arc  de  cercle ,  d'el- 
lipse, de  parabole,  ou  une  ligne  tracée  au 
hasard;  si  par  un  point  quelconque  O,  ou 
même  des  rayons  OA,  OB,  OC,  OD,  etc. ,  à 
tous  les  points  de  cette  courbe  ,  et  qu'on  divise 
tous  ses  rayons  proportionnellement ,  de  sorte 

que  Ton  ait  OA  :  Oa  :  :  OB  :  Ob  :  :  OC  :  Oc:  :  OD 

:Od,  etc.,  on  obtient  une  nouvelle  courbe 
abc  de  9  qui  est  semblable  à  la  première,  et 
réciproquement  lorsque  deux  courbes  ABCDE, 
abc  de,  peuvent  être  mises  dans  une  telle  po- 
sition ,  qu'elles  divisent  proportionnellement 
des  rayons  partis  d'un  même  point,  ces  courbes 
sont  semblables.  (Note  8.) 

Il  est  évidentqu'à  une  même  courbe  ABCDE , 
correspondent  une  infinité  de  courbes  sem- 
blables; car  on  peut  diviser  les  rayons  d'une 
infinité  de  manières  en  parties  proportion- 
nelles, on  peut  même  prolonger  les  rayons 
dans  les  sens  opposés  Oa',  Ob',  Oc\  etc., 
et  la  courbe  a'  b ?  c1  d1  e'f!  est  aussi  semblable; 
alors  le  centre  de  similitude  O  est  situé  entre 
les  courbes. 

3o4-  Les  polygones  ABCDE,  abc  de,  sont 
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semblables,  et  ont  même  centre  de  similitude 
que  les  courbes  semblables  dans  lesquelles 
ils  sont  inscrits.  La  corde  AB  est  plus  petite 
que  Tare  AB,  la  corde  BC  est  plus  petite 
que  Tare  BC ,  etc.  :  donc  le  périmètre  du 
polygone  inscrit  est  plus  petit  que  le  périmètre 
de  la  courbe;  mais  plus  la  corde  AB  sera 
petite,  moins  elle  différera  de  son  arc;  par 
conséquent,  plus  le  nombre  des  côtés  du 
polygone  inscrit  dans  Tare  AF  sera  grand, 
et  moins  le  périmètre  différera  de  celui  de 
la  courbe  ;  il  en  est  de  même  des  polygones 
inscrits  dans  la  courbe  semblable  abc  de  ; 
donc  on  aura,  i°  les  périmètres  des  deux 
arcs  semblables ,  interceptés  entre  deux  rayons 
homologues,  sont  entre  eux  comme  ses  rayons  ; 
2°  les  aires  des  secteurs  semblables  AOE,  aoe, 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons 
homologues. 

On  nombre  secteurs  semblables  les  trila- 
tères  mixtes  AOE  ,  formés  par  deux  rayons 
OA ,  OF ,  et  un  arc  de  courte  AE. 

3o5.  Une  droite  AT  est  tangente  à  une 
courbe ,  lorsqu'elle  n'a  qu'un  seul  point  A  de 
commun  avec  cette  courbe  ;  menant  par  le 
point  a  une  parallèle  at  à  AT,  elle  sera  aussi 
tangente  à  la  courbe  abede;  en  effet ,  soitT 
l'intersection  de  la  tangente  avec  un  rayon 
AB  ,  et  t  l'intersection  de  la  parallèle  al  avec 
le  même  rayon  ;  puisque  A£  est  une  tangente, 
il  faut  donc  que  T  soit  hors  de  la  courbe  ,  et 
que  Ton  ait  OT>OB;  or,  on  a  la  propor- 
tion 

OA  :  Oa  :  :  OT  :  0/  :  :  OB  :  Ob  ; 

OT  est  plus  grand  que  OB  ;  donc  O*  est  plus 
grand  que  Ob ,  et  par  conséquent  le  point  t 
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est  hors  de  la  courbe  abcde;  or,  on  peut 
prendre  le  rayon  OB  aussi  près  qu'on  veut  de 
OÀ,  et  la  conclusion  sera  la  même:  donc  la 
parallèle  al  a  tous  ses  points  hors  de  lacourbe 
abcde ,  et  par  conséquent  est  une  tangente  à 
cette  courbe ,  et  en  général  les  tangentes  me- 
nées à  deux  points  homologues  de  deux  courbes 
semblables,  ayant  un  centre  de  similitude ,  sont 
parallèles. 

Deux  cercles  comparés. 

306.  Les  circonférences  sont  des  courbes 
semblables  ;  en  effet ,  on  peut  placer  ces  cir- 
conférences de  manière  à  être  concentriques  ; 
alors  le  centre  est  évidemment  un  centre  de 
similitude  ,  et  les  rayons  des  circonférences 
sont  des  rayons  homologues  ;  par  conséquent , 
i°  les  arcs  des  cercles  interceptés  entre  les 
mêmes  rayons ,  sont  entre  eux  comme  ces 
rayons  ;  2°  les  circonférences  sont  entre  elles 
comme  leurs  rayons  ;  3°  les  secteurs  circulaires 
interceptés,  entre  les  mêmes  rayons,  sont  en- 
tre eux  comme  les  carrés  des  rayons  ;  4°  'es 
aires  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  des  rayons;  5°  deux  arcs  semblables, 
ayant  même  corde,  sont  égaux. 

307.  [Fig.  70.)  C  et  C  étant  les  centres 
des  deux  circonférences ,  R  et  R'  leurs  rayons 
si  on  divise  la  distance  CC  en  segmens  addi- 
tifs et  proportionnels  aux  rayons ,  le  point  de 
division  I  sera  le  centre  de  similitude  ;  car , 
menant  deux  rayons  quelconques  CM ,  CM', 
parallèles ,  on  aura  CI  :  Cl  :  :  CM  :  CM  : 
donc  les  trois  points  M ,  I,  M',  sont  sur  une 
même  droite  ,  et  l'on  aura  constamment  CM  : 
CM'  :  :  CI  :  CI  :  :  R  :  R' ,  par  con  séquent  M  et 
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M'  sont  deux  points  homologues  ;  le  point  I  est 

le  centre  de  similitude  interne;  si  ion  divise 
CC  en  deux  segmens  soustractifs  I'C ,  I'C  ,  de 
manière  que  l'on  ait  FC  :  FC' :  :  R:R',  le 
point  F  sera  un  centre  de  similitude  externe} 
en  effet,  prolongeant  CM  jusqu'en  L  ,  on  aura 
CF:CT::CL:C'M':  donc  les  trois  points 
L,  M' ,  F  sont  6ur  une  même  droite ,  et  l'on  a 
FM  :  FL  :  :  r:  R  ;  ainsi  les  points  M'  et  L  sont 
homologués  relativement  à  F  :  il  s'ensuit  que  la 
droite  CF  est  divisée  harmoniquement  en  I  et 
C7:  donc  si  Ton  décrit  une  circonférence  sur 
CC' ,  comme  diamètre  ,  la  polaire  de  F  passera 
par  le  point  I. 

308.  Si  les  cercles  C  et  C'  se  touchent 
extérieurement,  le  point  de  contact  N  est  le 
centre  de  similitude  interne  ;  si  C  et  C  se 
touchent  intérieurement,  le  point  de  contact 
N  est  un  centre  de  similitude  externe  ;  car  la 
distance  des  deux  centres  est  divisée  par  Je 
point  de  contact,  dans  le  premier  cas ,  en 
segmens  additionnels ,  et  dans  le  second  cas,  en 
segmens  soustractifs  proportionnels  aux 
rayons,  et  ses  segmens  sont  les  rayons  mêmes. 

309.  (  Fig*  71.  )  Lorsque  les  cercles  sont 
placés  comme  dans  la  fig.  71  ,  les  points  I 
et  F  sont  les  rencontres  des  tangentes  com- 
munes RIR' ,  SIS' ,  et  KK'  V ,  LLT  ,  qu'on 
peut  mener  aux  deux  cercles  ;  car  soit  YK! 
une  tangente  au  cercle  G  ,  abaissez  la  perpen- 
diculaire CK ,  on  a  la  proportion 

ICSIC::C^CK::R':R} 

or  C'K'  =  R' ,  donc  CK  =  R  ,  par  conséquent  K 
est  sur  la  circonférence  G  ;  on  raisonnerait  de 
même  par  rapport  aux  deux  autres  tangentes. 
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Les  triangles  semblables  CKI',  C'KT  don- 
nent CK  :  C'K'  :  :  CI'  «  CI'  ; 
d'où             CK— C'K':  CK :  :  CC  »  CI'  ; 

CK-tt-C'K'  :  C'K'  t  s  CC  :  CT  $ 
d0U       =  CK^ëK'  ' 

CK  —  C'K' ? 

_    CRa    CK  —  C'K' .  CK 
et      CD  = 


—  ; 


cor 


cr  ce 

Ci''    CK— C'K'  .  C'K' 

'ïïF**  '  1  ce  5 


CD-CD'=(CK~C,K) 

ce 

m  a.  riv    CKa  ~  GK" 


ce  f 

3 10.  Les  propositions  ,  relatives  aux  points 
et  aux  lignes  homologues ,  aux;  axçs  de  si* 
militude  des  polygones  semblables,  s'appli- 
quent également  aux  courbes  semblables  , 
par  conséquent  aux  circonférences;  d'où 
nous  cQncluous  ;  j°  les  cordes  KL,  K'L' 
sont  homologues,  ainsi  que  les  cordes  RS 
et  R'S'  ;  20  les  propositions  291  et  3oi  sont 
encore  vraies?,  lorsque  P,  P,  P"  sont  des 
circonférences  de  cercles  ;  3°  si  la  circonfé- 
rence C"  (Jîg-  72  )  touebe  les  deux  circon- 
férences G  et  G  en  I  et  I  extérieurement ,  ces 
deux  points  de  contact  et  le  centre  de  simili- 
tude extérieur  E  Me  C  et  C,  sont  sur  une 
même  droite  ;  4°  il  en  de  même  si  la  circon- 
férence C"  est  touchée  intérieurement  par  les 
deux  autres  ;  5°  si  C'est  touchée  extérieurement 
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{>ar  Tune,  et  intérieurement  par  l'autre  circon- 
férence ,  les  deux  points  de  contact  sont  sur 
une  même  droite  ,  avec  le  centre  de  similitude 
interne  des  deux  circonférences  touchées. 

3 1 1 .  {Fig.  72.)  La  droite  EII'M  rencontre 
les  trois  cercles  en  quatre  points  N ,  I',  I ,  M  ; 
N  et  I  sont  homologues  ;  il  en  est  de  même  des 
deux  points  I',  M  :  donc  les  deux  tangentes 
NY,  IX  sont  des  droites  homologues  aux  cercles 
G  ,  G,  et  par  conséquent  parallèles;  mais  la 
tangente  XFY  est  une  droite  homologue 
commune  aux  deux  cercles  C,  C  :  donc  les 
points  X,  Y  sont  des  points  homologues  aux 
cercles  G',  C";  on  démontrera  de  même  que 
les  points  X ,  Z ,  sont  homologues  aux  deux 
cercles  C  et  C";  donc  ,  si  par  les  points  Y,  X, 
Z ,  on  abaisse  les  droites  aV,  Yu,  ZD ,  per- 
pendiculaires à  CC',  elles  seront  homologues  , 
savoir  XV  ,  YD',  par  rapport  aux  cercles  G', 
C"  et  XV,  ZD ,  par  rapport  aux  cercles  C  et 
G"}  YR'L',  ZKL ,  sont  les  polaires  respectives 
du  point  E  dans  les  cercles  C'  et  C;  ainsi,  la 
droite  XV  est  une  homologue  commune  aux 
deux  polaires  KL ,  K'L';  elle  conserve  toujours 
la  même  position,  quelle  que  soit  celle  du 
cercle  G'';  en  effet,  Ton  a 

cxa=cT'+xr>; 

CXa=CI>+XI>; 
donc  CX>— C'X*  =  CI*— CTa=CV> 
— C'Va^(CV+C'V)  (CV— G'V) 
=  CC\  CV— CT; 

d'où  CV-C'V  =  =  CD  +  C'D'. 

(3o9). 
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doù       cv— cd=c  ly-fcv , 

ou  bien  DV=D'V. 

Ainsi,  la  droite  XVW  est  à  égale  distance  des 
deux  polaires  KL,  K'L',  communes  au  centre 
E  de  similitude  extérieur;  on  prouve  de  la 
même  manière  qu'elle  est  à  égale  distance  des 
deux  polaires  communes  au  centre  de  simi- 
litude intérieur.  Etant  donc  donnés  deux  cer- 
cles C,  C,  la  droite  XVW  est  déterminée 
de  position  j  nous  la  désignerons  donc  sous 
le  nom  de  ligne  disomologue ,  dénomination 
qui  rappelé  la  propriété  d'être  deux  fois 
homologues.  On  Ta  aussi  appelée  axe  radi- 
cal ;  nous  ignorons  la  raison  de  cette  déno- 
mination. (Mémoire  de  M.  Gautier,  Journal 
del 'école polytechnique,  seizième  cahier.)  Cette 
,]gne  est  très -utile  dans  la  solution  des 
pvoblèmes  relatifs  aux  contacts  des  cercles. 

312.  [Fig.  7a.)  Les  quatre  tangentes  que, 
du  point  X,  on  peut  mener  aux  deux  cercles 
<ji  et  C,  sont  évidemment  égales  entre  elles: 
donc  la  ligne  disomologue  jouit  encore  de  cette 
propriété,  que  les  quatre  tangentes,  menées  de 
chacun  je  ses  p0ints  aux  deux  cercles,  sont 
egales  entre  elles. 

313.  Cette  propriété  donne  un  procédé  fa- 
cile de  construire  la  disomologue.  Soient  C  et 

[fis- 1*  bis)  les  deux  cercles  donnés;  d'un 
point  quelconque  K  comme  centre,  et  d'un 
,4ayon  suffisamment  grand,  on  décrit  une  cir- 
conférence coupant  C  en  M,  N  et  G  en  M',  N'; 
'  intersection  des  cordes  MN,  M'N',  est  sur  la 
disomologue,  car  les  quatre  tangentes  menées 
du  point  R  aux  deux  cercles  sont  égales.  Ainsi 
Ki>  perpendiculaire  à  CG  est  donc  la  disomo- 

i5 
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loeue  chercbée  ;  cette  construction  a  même  Heu 
lorsque  le  cercle  C  est  entièrement  entoure  par 
le  cercle  G'. 

3i4-  Lorsque  le»  deux  cercles  se  coupent  la 
droite  d'intersection  est  la  disomologue  des 
deux  cercles. 

315.  Lorsque  lés  deux  cercles  se  touchent  , 
leur  ligne  disomologue  se  confond  avec  la 
tangente  au  point  de  contact. 

3 16.  {Fig.  73.)  Soient  les  trois  cercles  C, 
C\  G'",  touches  extérieurement  en  1 ,  1 ,  1  , 
par  le  cercle  C";  soient  KL,  K'L',  XN,  les  po- 
laires homologues  et  la  ligne  disomologue  par 
rapport  aux  cercles  C,  G,  et  RS,  L  R  p,5* 
lignes  analogues  par  rapport  aux  cercles  L ,  L.  ; 
l'intersection  N  des  deux  disomologues ,  1  inter- 
section D  des  deux  polaires  RS ,  KL  et  le  point 
de  contact  I  sont  sur  une  même  droite.  En  ettet, 
lesdroit.es  XN,  KL.  sont  homologues  par  rap- 
port aux  cercles  C,  G";  les  droites  KS,  ZJN ,  sont 
homologues  par  rapport  aux  mêmes  cercles  : 
donc  les  intersections  N  et  D  sont  des  points 
homologues ,  et  la  droite  qui  les  joint  passe  par 
le  centre  I  de  similitude. 

3i7.  {Figure  73.)  De  là  découle  un  moyen 
simple  de  résoudre  le  problème  LX  ,  p.  is»t>; 
car  on  peut  toujours  trouver  les  P«lflt8  £ 
«C  I>  (247)5  le  point  I,  où  la  droite  JND 
coupe  le  cercle  G,  est  un  point  de  contact; 
par  la  même  méthode  on  trouve  le  point  I  , 
et  l'intersection  des  rayons  Cl ,  Ç  1  ,  don- 
nera le  centre  C"  du  cercle  cherche  ;  il  est 
facile  de  voir  ce  qu'il  faut  faire  lorsque  le  cercle 
doit  toucher  autrement  qu'il  nest  indique 
par  la  figure  (267  ). 
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3i8.  (Fig.  73.)  Plus  le  rayon  du  cercle  CI 
diminue,  et  plus  la  polaire  KL  se  rapproche 
du  centre;  lorsque  le  rayon  est  nul ,  cette  po- 
laire passe  par  le  centre  {fig*  j'i  Ois).  On  voit 
donc  ce  qu'il  faut  faire  pour  mener  une  circon- 
férence C",  passant  par  le  point  donné  C,  et 
devant  toucher  les  cercles  donnés  C,  C". 

La  figure  jS  ter  montre  les  constructions 
pour  mener  une  circonférence  qui  touche  le 
cercle  donné  G  et  passe  par  les  points  donnés 

C,C". 

3ig.  [Fig.  74O  Si  le  rayon  du  cercle  G" 
devient  infiniment  grand ,  le  cercle  se  change  en 
une  droite  C" ,  alors  la  polaire  RS  devient  tan- 
gente  au  cercle  G  et  parallèle  k  la  droite  C", 

Îui  se  confond  avec  sa  dîsomologue.  Les  points 
)  et  N  se  déterminent  comme  dans  le  problème 
précédent;  et  la  droite  RI  coupe  la  droite 
donnée  au  point  de  contact  F".  Il  est  aisé  de 
voir  comment  il  faut  s'y  prendre  lorsque  deux 
des  cercles  sont  remplacés  par  des  droites  ou 
par  un  point  et  une  droite. 

Les  fig.  73  à  74  ter  représentent  ces  divers 
cas,  avec  les  constructions  qui  s'y  rapportent , 
savoir  : 

i°  Trois  cercles  C,  Cf ,  C"  (fig.  7 3  ). 
Deux  cercles  €'  $  G",  le  point  C  [fig*  73 

bis  ). 

3°  Un  cercle  C  et  deux  points  C ,  G1'  (fig. 

73  ter). 

4°  Un  cercle  C ,  une  droite  C"' ,  un  point  C 
ifig-  j4)- 

5°  Un  cercle  C  ,  deux  droites  G ,  G"  (  fig. 

74  bis). 

6°  Deux  cercles  G ,  G ,  et  une  droite  G" 
(fig-  74  ter). 
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Le  cercle  cherché  est  partout  désigné  par  C". 
(  Voir  .Note  9.  ) 


Calcul  des  triangles  ,  ou  Trigonométrie. 

320.  Nous  avons  vu ,  ci-dessus  page  96 , 
que  dans  tous  les  triangles  équiangles  entre 
eux  les  rapports  entre  les  côtés  sont  inva- 
riables ;  il  suffit  donc  de  connaître  ces  rapports 
dans  un  de  ces  triangles ,  alors  on  les  connaîtra 
aussi  dans  tous  les  triangles  semblables.  Pour  la 
facilité  des  calculs  on  ne  considère  d'abord  que 
les  triangles  rectangles. 

f  Fig.  75.  )  Soit  donc  B  AC  un  triangle  rec- 
tangle en  A,  les  trois  côtés  donnent  lieu  à 
six  rapports ,  savoir  : 

AB  BG  AC  BC  AB  AC 
BC'AB'BC'AC'  AC/AB' 

Pour  les  distinguer,  on  a  donné  divers 
noms  à  ces  rapports  ;  désignons  par  p  le  côté 
AB  opposé  à  l'angle  C,  et  par  a  le  côté  AC, 
adjacent  à  l'angle  C,  et  par  li  l'hy  pothénuse  BC, 
les  six  rapports  deviennent. 

p  R  a  R  p  a. 
R>'R'â'a> 

Le  premier  rapport^  a  été  désigné  sous  le 
nom  de  sinus  de  l'angle  C. 

R 

Le  deuxième  rapport— a  été  désigné  sous  le 
nom  de  cosécante  de  l'angle  C. 
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Le  troisième  rapport  —  a  été  désigné  sous  le 
nom  de  cosinus  de  l'angle  C. 

r    ;  ,  . 

Le  quatrième  rapport-—  a  été  désigné  sous 

CL 

le  nom  de  sécante  de  l'angle  G. 

Le  cinquième  rapport  -  a  été  désigné  sous  le 
nom  de  tangente  de  l'angle  C. 

Le  sixième  rapport*  a  été  désigné  sous  le 

nom  de  co tangente  de  l'angle  C. 

Nous  verrons  plus  loin  l'origine  de  ces  déno- 
minations. Ces  définitions  peuvent  s'écrire 
ainsi  ; 

=  sinus  angle  C,  ou  en  abrégeant  : 

(i)  £  =  sinus  C  , 

(a)  —  =  cosécante  C , 
P 

(3)  -5  sas  cosinus  G, 

XV 

R 

(4)  —  =  sécante  C, 
a 


(5)  £  =  tangente  G,       ~       > . 

(6)  =  cotangente  C  >        ■  \  <  r 


«ers 

i5« 
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3a  i.  Multipliant  l'équation  (i)  par  l'équa- 
tion  (2),  il  vient 

çX-  =  sin,  ti cosec.  G  =  i  ; 
R  p 

ôtt  trouve  de  même 

CQi.  G  X  séc*  Casai, 

tang.  C  X  cot.  C  =  i  ; 

d'où  Ton  tire  coséc.  0  =  -r— r;  > 

sra»  li 

séc.  Cr  ■  "'i^» 
cos.  G 

i  ■  " 

cot.  C  = 


tang.  G , 

Il  suffit  donc  de  conhaître  les  trois  rapports 
sin.  C ,  cos.  C ,  tang,  G ,  pour  en  conclure  les 
trois  autres. 

3m.  On  â 

.       r.  .  ^      P*   ,    a%     P*  +  a* 

sin.aC+cos.aC=— =g?    ^,   .  =  i; 

carletriangleétantrectangle,ronaRa=j72-4-^a; 
donc     cos.C=  V  i  — sin.*  C. 

Ainsi ,  connaissant  le  rapport  sin.  C  f  on  en 
déduit  cos.  C. 

En  divisant,  on  obtient 

sin.  C     R     p  „ 

 —  =       tang.  C. 

cos.  C     a     a  ° 

R 

Au  moyen  de  sin.  G  on  peut  donc  trouver 
cos.  C ,  et  ensuite  tang.  C.  Ainsi ,  il 

: 
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suffit  de  connaître  le  rapport  tin.  G  pour  en 
déduire  les  cinq  autres  ;  il  en  est  de  même  d'un 
autre  rapport  ;  par  exemple  connaissant 
tang.  C  ,  on  en  conclura  les  cinq  autres. 

3a3.  Si  nous  considérons  ces  rapports  rela- 
tivement à  l'angle  B ,  on  obtient ,  par  la  défi- 
ez 

nition  ,  R  =  S*°*  ^  ' 

— cosec.  B , 


^=cos.  B, 

H      ,  ^ 

—  =îsec.  B, 

P 

*  sas  tang.  B, 
P 

£*=cot.  B. 
a 

En  comparant  ces  équations  avec  celles  du 
numéro  3ao ,  on  obtient  celles-ci  ; 

sin.  C  =  cos.  B , 
cos»  C  =  sin.  B, 
tang.  C  =  cot.  B, 
cot.  C  =  tane.  B, 
séc.  C  =  cosec.  B , 
coséc.  C  =  séc.   B , 

C'est  cette  relation  existant  entre  les  angles 
B,  G  du  même  triangle  rectangle  qui  a  donné 
lieu  aux  dénominations  de  cosinus,  cotan- 
gente,  cosécante. 

B  étant  le  complément  de  l'angle  C  ,  on  a 
B=  il  —  C  =  9O0  — C. 
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On  peut  donc  écrire  les  six  relations  de  cette 
manière       sin.    C  =  cos.    (  900 —  C  ) , 

cos.  C=sin.  (900 — C), 
tang.  C  =  cot.  (  900 —  C  ) , 
cot.  C  =  tanp.  (  900 —  C  ) , 
séc.  C  =  cosec.  (  900 —  C  ) , 
coséc.  C  =  séc.    (  900 —  C  ) , 

3*4.  Faisons  C  =  45°, 
on  aura  900 — C  =  45°  ; 

d'où  sin.    45°  =  cos.    45°  > 

tang.  45°  =  cot.    45°  3  1 
séc.   45°  =  coséc.  45° , 
De  (  3m)  on  tire 

sin.a  45°  +cos.a  45°  =  1  i  d'où 
2  sin.2  45°=  1  » 

sin.  45°=  \/\  =0,7071068  =  008.45°, 
tang.  45°  =  1  =  cot.  45°, 

séc.  45°  =  r  *  =i,4!42I36=coséc,45°, 
Ainsi ,  nous  connaissons  les  six  rapports 

pour  l'angle  de  45°. 

3^5.  {Fig.  76.)  Multipliant  cos.  C  par  sin. 

C  (32o),  Ton  obtient 

ap 

sin.  C  cos.  C  =  — . 

Ra 

Soit  I  le  milieu  de  BC ,  et  AP  la  hauteur 
du  triangle  rectangle  :  or  ,  le  double  de  Taire 
BAC  est  égal  à  BC  X  AP, 
et  encore  à      AB  X  AC; 
d'où  AB  X  AC  =  BC  X  AP, 

ou  bien  ap  =  Kx  AP, 

aP     AP      .    ~  _ 
et  ^==— -  =  sin.  C  cos.  ti. 

H  11 
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AP 

Or,     --y  =s  sin.  A1P  =  sia.  2  C  (5j) , 

AP     AP     sin.îC      .  ' 

~  =  —=——  =  sia.  C  cos.  C  ; 

d'où  sin,  a  G  =  2  sin.  C  cos.  C  (A). 

Au  moyen  de  cette  expression  ,  on  peut 
calculer  les  six  rapports  pour  l'angle  2  C  , 
lorsqu'on  connaît  ces  rapports  pour  rangle  C. 

3^6.  (Fig,  76.)  Faisons  C  =  3o°,  alors 
AIB  =  ABI  =  6o°  ;  donc  le  triangle  AIB  est 
équilatéral ,  et  Ton  a    AB  =r  BI  =  ^  BC  ; 

A  AB  AB 

donc    sin.  3o°=— -  = 


BG     2AB — 
=  7  =  o,5ooooo  =  cos.  6o° , 

coséc.  3o°  —V\  —  4-  =     ^  = 

2 

=s=  0,8660254  =  sin.  6o°, 
1 

tang.  3o°="^  =  o,57735o3  = 

as  COt.  6o°, 

cot.   3o°  =  Vo  ss  1 ,7320508  = 
=  tang.  6o°, 

sec.    3o°  =  —  ==  = 

cos.  3o°  y/3 

=  1,1 547005  =  coséc.  6o° , 

coséc.  3o°  =  -r— —  =  2  =  séc.  6o°. 

$in.  3o° 

327.  {Fig.  77*  )  Supposons  maintenant  que 
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l'hypothénuse  R  ,  conservant  toujours  même 
grandeur  ,  on  fasse  prendre  à  l'angle  aigu  G 
toutes  les  valeurs  possibles  ,  on  aura  une 
suite  çbe  triangles  CAB ,  GA'B',  CA"B",  etc. , 
dont  les  sommets  B  sotit  une  circonférence 
ayant  C  pour  oentre ,  et  rhypothénuse  R  pour 
rayon.  On  a  construit  des  tables  qui  renfer- 
ment les  valeurs  des  six  rapports  (32o)  pour 
chacun  de  ces  triangles.  Ces  tables  sont  con- 
nues sôtfs  le  ûdrù  de  Tables  des  sinus  natu- 
rels >  du,  nom  d'un  des  rapports  5  le  plus 
ordinairement  elles  renferment  les  valeurs  qui 
croissent  de  minute  en  minute ,  depuis  O 
jusqu'à  900  :  et,  pour  le  premier  degré,  de 
seconde  en  seconde  par  exemple,  soit  G  = 
160.  i3' ,  les  tables  donnent  pour  cet  angle  : 


AB 

^  =  sin.  1 6°.  i3'  =  0,2792704  =  cos.  73°.47r 

^  =  cos.  1 6°.  1 3' 3=3  0,9602125  =  sin.  id. 
AB 

— =tang.  i6°.i3f  =  0,2908423  5t=coti  id. 
Ad 

AC 

— -=  cot.  i6°i3'  =  3,4382891  =  tang.  id. 
AJd 

BC 

—  =  séc.  i6°.i3*=  1, o4i4362  =  coséc.  id. 
A.C 

^=coséc.  i6°.i3/=3,58b7586  =  séc.  id. 
AB 

et  ainsi  des  autres  angles. 

On  ii'a  besoin  que  de  calculer  le9  triangles 
qui  correspondent  à  des  valeurs  de  C  ,  com- 
pris entre  o  et  45°;  ensuite  les  mêmes  triangles 
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reviennent  :  ainsi ,  pour  C  =  46°  ,  on  a  lç 
même  triangle  que  pour  C  =  44°  ; 
car  sin.  4^°  =  cos*  44°  (3o6  )  , 
cos.  4^°  =  sin.  44°  y  etc* 
Or  45°  renferment  1700  minutes  ;  il  faut 
donc  calculer  autant  de  triangles  pour  con- 
struire des  tables  xle  sinus  dont  les  angles 
croissent  de  minute  en  minute, 

328.  On  a  rangé  aussi  en  tables  les  loga- 
rithmes des  sinus ,  cosinus,  tangentes;  et  on 
aime  mieux  employer  ces  tables  que  celles 
des  sinus  ordinaires  ou  naturels,  à  cause  de 
la  grande  facilité  que  présentent  les  calculs 
par  logarithmes  :  il  y  a  des  tables  qui  donnent 
en  même  temps  les  rapports  et  leurs  loga- 
rithmes en  regard  :  mais  celles  dites  de  Callet 
ne  donnent  qne  ces  derniers  ,  et  on  y  trouve 
expliquée   la  manière   de  s'en    servir,  par 

Log.  sin.  r6°.i3' =o,44ôo25o — 1 
Log.  co$.  i6°.i3'  =  o, 9823674 — 1 
Log.  tan$  =^0,4636576  —  1 

Log^    cot  =  0,53634^4 

Log.    séç...  ,  .  .=^0,0*76326 
Log.  coséc.  .  ,  .  .=o,553975o. 
Il  faut  remarquer  qu'on  a  toujours 
Log.  tang.  4.  log.  cotarig.  =  o 
Log.    sin.  4.  log.    coséc.  =5=  o 
Log.    cos.  +log,       séc.  =  o  ; 
c'est  une  conséquence  des  équations  (32o)- 

329.  (  Fig.  77.)  L'arc  LB  étant  la  mesure 
de  l'angle  AGB  ,  on  rapporte,  à  cet  arc  le  si- 
nus et  le  cosinus  *!e  l'angle  ;  ainsi  le  sinus 

AB  ' 
dç  l'arc  BL  est  égal  —  ;  son  cosinus  est  égal 
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AB 

rr—  -9  si  on  prend  pour  rayon  l'unité  de  Ion- 

gueur,  un  mètre ,  par  exemple ,  alors  BC  =  i  ; 
et  Ton  a  1  '  - 

Sin.    BL  =  AB 

.llrr,  -  V  Cos.    BL  =  AC  '  -  ^ 


»  t 


Tang.BL  = 


5 


AC 

!.:«  !-•.:       ..•«;..    Cût.    BL  =  ~  ' 

3b  .'-géc      BL=   1  '  "" 


|       .  4 


AC 


Coséc.  BL==-—rr. 

Les  lignes  AB,  A  G  sont  exprimées  en 
mètres-     *    nV-  \.. a::  j;:      -m pi»*;- >J 

Si  on  mène  en  L  une  tangente  rencontrée 
parle  rayon  CB  prolongé,  on  aura 

LM    AB  T  _  _  \ 

_  =  -=tang.BL  =  LIVl 

CM  CB 

-  =  sec.BL  =  CMî 

Menant  par  l'extrémité  N  du  cadran 
une  tangente  rencontrée  en  T  par  le  rayon 
CM  prolongé  ,  on  obtient ,  à  cause  des  trian- 
gles semblables  CMT ,  CAB. 


\  car  LC  =  i. 


=  T^=  cot.  BL  =  NT 


CN  AB 

-«••  -v       ct  ,:  CB  , 

=tiï=  ce  sec.  BL  =  CT. 
CJN  AB 

Les  six  lignes  AB  ,  AC    ML  ,  CM ,  NT ,  CT 
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sont  désignées  sous  le  nom  de  lignes  trigono- 
métriques  de  l'arc  AM  ;  le  rayon  étant  pris 
pour  unité  de  mesure  ,  alors  AB  est  le  si- 
nus, AG  le  cosinus,  ML  la  tangente,  CM  la 
sécante ,  NT  la  cotangente  ,  CT  la  cosécante 
de  l'arc  AB  ;  lorsque  cet  arc  devient  égal  au 
cadran  LN,  le  sinus  CN  est  égal  à  l'unité,  le 
cosinus  est  nul  ;  la  tangente  et  la  sécante  sont 
infinies,  la  cotangente  et  la  cosécante  sont 
nulles.  A  ces  six  lignes,  on  y  joint  encore  deux 
autres ,  les  lignes  AL ,  DN ,  qu'il  est  quelque- 
fois très -utile  de  connaître;  AL  est  le  sinus- 
verse  et  DN  le  cosinus-verse  de  BL.  Il  est  évi- 
dent qu'on  a 

sin.  vers.  BL  =  AL  =  CL — CA  =  i  —  cos.  BL 
cos.  vers.  BL  =  DN  =  CN — CD  =  i — sin.  BL. 

Il  y  a  des  tables  qui  donnent  ces  deux  lignes  ; 
on  ne  les  trouve  pas  dans  celles  de  Callet. 

Exemple  :  sin.  vers.  1 6°.  1 3'=  0,0397875 

cos.  vers.  ^.-=0,7207296 
log.  sin.  v.  id.  =  0,0997468 — 2 
log.  cos.  v.  id.  —  0,8577723 — 1 . 

33o.  En  prolongeant  la  perpendiculaire  AB  , 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  de  nouveau  la  cir- 
conférence en  K,  on  aura  AB  =  {  BK  ;  ainsi 
le  sinus  de  l'arc  BL  est  la  moitié  de  la  corde  de 
l'arc  double  BLM  :  de  là  dérive  l'origine  du 
mot  sinus  ,  car  anciennement  on  nommait  les 
cordes  des  inscrites,  en  latin  inscriptœ ,  et  les 
demi-cordes  des  semi-inscriptœ  ;  et ,  par  abré- 
viation ,  ne  prenant  que  les  lettres  initiales  s. 
ins. ,  on  a  fini  par  lire  sinus.  Lorsque  le  rayon 
n'est  pas  pris  pour  l'unité  ,  le  sinus  de  Tare  AB 

L  ,   .  AB  ,  BK 

est  égal  au  rapport      ,  ou  bien  a  ^ ,  BD 

16 
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étant  lë  diâtnètre  ;  ainsi  le  fcinus  d'un  arc  est 
égal  à  là  corde  de  Tare  double  divisé  par  le 
diamètre. 

33 1.  Lé  sinus  d'im  angle  inscrit  dans  la  cir- 
conférence est  égal  au  sinus  de  la  moitié  dé 
Tare  intercepté  (  i55)  :  or,  ce  dernier  sinus 
est  égal  à  la  corde  de  Parc  double  divisé  par 
le  diamètre  :  donc  le  sinus  d'un  angle  inscrit 
est  égal  à  la  corde  de  Tare  intercepté  divisé 
par  le  diamètre.  De  là  on  conclut  t  i°  les  si- 
nus des  angles  inscrits  dans  la  même  circonfé- 
rence, sont  entre  eux  comme  lés  cordes 
des  arcs  interceptés  •  20  dans  un  triangle ,  les 
sinus  des  angles  sont  entre  eux  comme  les  côtés 
opposés  à  ces  angles  ;  car  on  peut  toujours 
faire  passer  une  circonférence  par  les  trois 
sommets,  et  les  cotés  deviennent  alors  les  cordes 
des  arcs  interceptés. 

332.  (  Fig.  78.  )  Soit  ABCD  un  Quadrila- 
tère inscrit,  et  AC  un  diamètre;  les  deux 
angles  B  et  D  seront  droits  9  et  les  angles  CAfi , 
BGA  ,  ainsi  ciue  les  angles  DAG  ,  DCA  ,  sont 
complémens  1  un  de  l'autre  :  d'après  ce  qui 
précède  (  33 1  ) ,  l'on  a 

sin.  BCA  —  77^ 

Ali 

BG 

sin.  GAB  »  cos.  BGA = 
sin.  ACD==^5 

COS.  ^^=£q 

$in.  BGD=5?; 

AL 
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d'où  l'on  tire  :  sin  t  BCA  cos.  ACD  +  cos.  BCA 
w  •    Dnn  AB.DC+BC.AD 

X  sin.  BCD=  —  ; 

or  AB.  DC  -H  BC.  AD  =  AC.  BD(a3Q); 
d'où  sin.  BGA  cos.  ACD+cos.  BGAsin.  AGD 
AG.BD  BD 

=  ~Xnr~~Xc==siD" BGD==*in-  (B^A 

+  ACD) 
soit  BCA  =  b 

ACD  —  a  ; 

il  vient  :  sin.  (a+b)  =  sin.  a  cos.  b.  +  sin.  6 

cos.  a  (  B  ) 

Cette  formule  sert  à  calculer  le  sinus  de  la 
somme  de  deux  arcs,  lorsqu'on  connaît  les 
sinus  et  cosinus  de  chacun  d'eux  :  ainsi ,  con- 
naissant le  sinus  de  i°,  on  peut  calculer  le 
sinus  de  a° ,  et  ensuite  de  3°  ,  et  ainsi  de  suite  ; 
si  on  fait  a  =  b ,  on  trouve ,  sin.  a  a  =  a  sin. 
a  cos.  a ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  formule 
A  (  3a5  ). 

Prenant  Tare  CD*  égal  à  l'arc  CD ,  et  me- 
nant la  corde  BD',  on  aura,  dans  le  quadrilatère 
inscrit  BD'  CA,  l'équation 

BD  x  AC  =  BC  x  AD' — AB  X  CD',  et 
fflxAC    BC    AD'  AB    Çff  BEf 

AC     ÏCACX  AC  AGXAC=aAC* 
BP' 

AC 

BCD'=ACD — BCD'  —a —  b  t 
donc  sin.  (a — b)  =  cos.  bsin.a — sin- b.  cos.  a. 

,  Portant  CD  de  A  en  E  ,  l'arc  O'BAE  sera 
%a)  à  1800   et  l'arc  BAE  est  le  supplément  (le 


w,  -^est  le  sinus  de  l  angle. 
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l'arc  BD'  ;  par  conséquent  la  moitié  de  Tare 
BAE  est  le  complément  de  la  moitié  de  Tare 
BD',  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle 
BCE  est  le  complément  de  l'angle  D'CB  : 

donc  sin.  DCE  =  cos.  D'CB  =  cos.  (a  —  b) . 

Or ,  le  quadrilatère  inscrit  B  AEC  donne  l'équa- 
tion BE  X  AC  =  AB  x  CE  +  AE  xBC, 
BE_AB    CE    AE  BC 

Ct  ÂC~ACXAC+ÂCXXC- 
BE 

Or,    —  =  sin.  BCE  =  cos.  {a — b )  : 

donc  cos.  (  a — 6)  =  sin.  ôsin.  # +cos.*zcos.  b. 

Faisant  CE'  =  AB,  l'arc  BCE'  et  june  demi- 
circonférence,  et  par  conséquent  la  moitié  de 
l'arc  DE',  où  l'angle  E'BDest  le  complément 
de  la  moitié  de  l'arc  BCD  ou  de  l'angle  BAD  : 
donc 

sin.  E'BD  =  cos.  BAD  =  cos.  (i8o°— a—  b). 

Or,  cos.  (  1800  —{a  +  b)  ) 
=  cos.  i8o°.  cos.  + sin.  i8o°.sin  (a+b) 

—  — cos.  (  a+b); 

donc  sin.  E'BD=  —  cos.  (  a  +  6); 

et  l'on  tire  du  quadrilatère  ABDE'  l'équation 

cos.  {a  +  b)  —  cos.  a  cos.  b  —  sin.  b. 

On  voit  donc  que  les  formules  20  et  21  de  la 
table  8  ne  sont  que  l'expression  de  la  propriété 
du  quadrilatère  inscrit.  Lorsque  les  arcs  aetb 
dépassenf  la  demi-circonférence,  les  formules 
sont  encore  applicables.  On  parvient  à  le 
démontrer  à  l'aide  des  équations  (1)  et  (2)  de 
la  même  table. 

333.  (Fig.  78.  )  Abaissant  la  perpendiculaire 
BQ  sur  le  diamètre  AC,  l'on  a 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE,  l85 

sin.  angle  ACB  =  sin.~arc  AB  = 

s    .      f  .  n    AB*    AC.AQ  AQ 
d'où  ;  sin . 2  £ AB  =  —  =    An  x  =  — £ 

AO       AO       A  G 

=  7  sin.  vers.  AB  (C  ) 
2  sin.  2  7  AB  =  sin.  vers.  AB. 

Ainsi ,  deux  fois  le  carré  du  sinus  de  la  moi- 
tié d'un  arc  est  égal  au  sin  us -verse  de  Tare  ; 
or  ,  connaissant  le  sinus  d'un  arc  ,  on  peut  en 
calculer  le  sinus- verse ,  et  par  conséquent  le 
sinus  de  la  moitié  de  cet  arc  ;  ensuite  le  sinus 
dtt-quart  de  cet  arc ,  etc. 

On  connaît  le  sinus  de  45°  (  324  )  ;  ainsi , 
on  connaîtra  donc  consécutivement  les  sinus 
des  arcs  de  a2°.  3o',  n°.  i5'  ,  5°.  37'.  3o", 
20.  48'.  45",  i°.  22".  243o"',  etc.  On  voit  par 
là  comment  on  a  pu  parvenir  à  calculer  les 
tables  des  sinus  naturels. 

334.  En  abaissant  du  sommet  d'un  triangle 
une  perpendiculaire  sur  le  côté  opposé ,  on  dé- 
compose le  triangle  en  deux  triangles  rectan- 
gles ;  par  conséquent  on  pourra  se  servir  du 
calcul  de  ces  derniers  triangles  et  les  appliquer 
à  des  triangles  quelconques  (fîg*  77  )  ;  alors  , 
lorsqu'il  s'agit  d  un  angle  obtus  tel  que  LCB;", 
ayant  pour  mesure  Tare  LB'"  plus  grand  qu'un 
cadran,  son  sinus  seraB"^'"  le  même  que  celui 
de  l'arc  B"'  R ,  supplément  de  l'arc  LB'"  ;  par 
exemple,  le  sinus  de  l'arc  de  i5o°  est  le  mê- 
me que  celui  de  l'arc  de  3o° ,  et  sin.  900  = 
cos.  o°  =  1 . 

Le  cosinus  de  l'arc  LB''  est  CA'"  le  même 
que  celui  de  l'arc  B'"  R;  le  sinus-verse  est 
LAf"  =  LA  4-  C  A'"  ;  ainsi  le  sinus-verse  est 
égal  au  rayon  plus  le  cosinus  ;  mais  lorsque 

16" 
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l'arc  est  moindre  qu'un  cadran  ,  nous  avons  vu, 
(329) ,  que  le  sinus-verse  est  égal  au  rayon 
moins  le  cosinus. 

On  peut  conserver  ce  dernier  énoncé  et  l'ap- 
pliquer même  aux  arcs  plus  grands  qu'un  ca- 
dran ,  pourvu  qu'on  prenne  le  cosinus  néga- 
tivement ;  car  la  soustraction  d'une  quantité 
négative  se  réduit  à  faire  une  addition. 

Ainsi  le  cosinus  d'un  angle  obtus  est  égal  ail 
cosinus  de  l'angle  aigu  adjacent ,  pris  négative- 
ment (  table  8  ). 

USAGE  DES  TABLES  DE  SlKUS  POU*  LE  CALCUL  DES 

TRIANGLES. 


Triangles  rectangles. 

335,  Problème  LXlï.  {Fig.  79.)  L  est  un 
tour  dont  il  s'agit  de  troijver  la  hauteur  ? 

Solution.  L'instrument  K ,  propre  à  mesurer 
des  angles ,  (i53),  est  fixé  eq  M  à  une  di$r 
tance  MN  du  pied  de  la  tour ,  égale  à  i2om  { 
K,  angle  à  trouver;  l'angle  BC^^iô0.  i^; 
c'est  celui  que  fait  le  rayon  visuel  dirigé  vers 
le  sommet  B  avec  l'horizontale  CA }  ainsi  9  dans 
le  triangle  rectangle  BC  A  l'on  a 

AC=i20m , 
ACB=i6°.  i3', 

AB  ~  0/ 

— =tang.  160.  i3 

Les  tables  donnent 

tang.  160  1 3' =  0,2908423  : 
donc  AB=AC.  0,2908423=120.0,2908423 

=34,901076. 
Ajoutant  la  hauteur  de  l'instrument,  qu'on 
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suppose  égale  àam,  il  vient  NB=37m ,  en- 
viron. 

En  opérant  par  logarithme , 

log.  tang.  i6°,  i3'=o,4636576-*i , 
log.  120=2,0791812, 

log.  ÀB  =  1  ,$428388=log.  34,90 1  ; 
d'où  AB  =  34  ,901 ,  comme  dessus. 

Problème  LXIII.  (  Fig.  79.  )  Avec  les  mêmes 
données  trouver  la  distance  BK. 

BK 

Solution.  L'on  a  ^    eécante  13'f 

d'où  BK=AC.  séc  16*.  i3'=i2o.  1,0414362 

=  124,972344. 
Par  logarithme, 
log.  séc.  160  .  i3'=o,  0176326, 
log.  1 20=2,  076 1 8i 2 , 

log.  B  K=2J  0968138=1.  124,97. 
Problème  LXIV,  (  Fig.  79.  )  Dans  le  triangle 
vectangle  on  connaît  les  deux  cotés  AC,AB 
de  l'angle  droit  j  trouver  les  angles  aigus. 

Solution-  Soit  AB=34i9oi, 

AG=  1 20 , 

on  aura 

AL  120 

Cherchant  dans  les  tables  l'arc  qui  cor- 
respond k  <?e$te  tangente ,  on  trouve 

ACB=i6o1 
«parconséquent  ABC=73° .  47'. 

Problème  LXV.  {Fig.  79.)  Dans  le  trian- 
te rectangle  ABC,  ou  connaît  un  côté  de 
angle  droit  et  l'hypothénuse  :  trouver  les  an- 
Sfes  et  le  second  côté  de  l'angle  droit? 
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Solution.  Soit    BC=  124,97 

AC=  1 20 , 

on  aura  cos.  AL d= — - — =  0,9002125= 

124,97 

cos.  160. 13', 
et  à  l'aide  de  l'angle  ACB  on  calculera  AB. 

Triangles  obliquangles. 

Problême  LXVI.  Connaissant  un  côté  et 
deux  angles  d'un  triangle,  trouver  les  deux 
autres  côtés  et  le  troisième  angle  ? 

Solution.  {Fig.  80.)  Soit  dans  le  triangle 
ABC, 

AB=  1 20ro  • , 
A=5o°,  10', 
B=ioo. 

On  en  conclut  C=i8o°  — A — 6=29°.  5o'. 
Or,  Ton  a  (33i) 

AC  AB 

 =—  t-  ; 

sin.  ioo°     sin.  29°.5o 

„        A  _     AB.  sin.  ioo°     ABsin.  8o° 
dou     AC  =—  - —  — ; 

sin .  290. 00     <  sm  290.  5o 

car  sin.  ioo°=sin.  (  1800 — 100)  (334), 
et  sin.    8o°=cos.  io°. 

Opérant  par  logarithmes,  on  trouve 
log.  AB.r^  2,0791812, 

log.  sin.  8o°  =o,99335i5 — 1  , 

■1  ■■     ■        —  ■  ■  * 

log.  AB.  sin.  8o°=2,0725327 , 
log.  sin  29°.5o=o,6967745— 1 , 

log.  AC=2,3757582=log.  a3n,56, 
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.     A  AB.sin.5o°.  io' 

et  de  même  UL>= 


sin.29°.^o 

log.  AB^=a,079i8i2, 
log.  sin.  5o°.  io'=o,8853io9- 


log.  ABsin.  5o°.  10  =  i,  96449*1  > 
log.  sin.  290.  50=0,6967745— 


log.  BC=2, 2677176=^.  i85,25. 

Pkoblème  LXVII.  Connaissant  deux  côtés 
et  l'angle  compris ,  calculer  les  angles  et  le 
côté  inconnus? 

Solution.  {Fig.  80.)  Dans  le  triangle  ABC, 
Ton  connaît  AB=i2om*, 

BC=i85,25, 
B=ioo°. 
On  veut  trouver  l'angle  A? 

De  C  imaginez  la  perpendiculaire  CP  sur 
AB  ;  dans  le  triangle  rectangle  CPB  on  con- 
naît l'hypothénuse  CB ,  et  l'angle  GPB=8o<>. 
On  pourra  donc  trouver,  par  le  problème 
LX  V ,  les  côtés  CP  et  PB.  Effectuant  les  cal- 
culs, il  vient    PC=  182,4!  > 

BP=3a,i7, 
AP=  152,17. 

Or  dans  le  triangle  rectangle  APC,  on  con- 
naît les  deux  côtés  de  l'angle  droit  AP,  PC. 
Ainsi,  par  le  problème  LXIV,  on  calculera 
l'angle  A ,  qu'on  trouve  égal ,  comme  cela  doit 
être,  à  5o°.  10'.  Connaissant  l'angle  A ,  on  cal- 
cule AC  comme  il  a  été  dit  (Prob.  LXVI). 

Problème  LXVIII.  Connaissant  deux  côtés 
et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux  ,  trouver  les 
deux  autres  angles? 

Solution.  Dans  le  triangle  ABC,  Ton  a 
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AB=  120, 
BC=  i85,a5, 
G  =29°.  5o', 

BG.sin.  C  i85,25.sin.2o°.5o' 

OI'  S1Q.  A  =  T-r?  =3   . 

AB  120 
Faisant  les  calculs ,  on  trouve 
log.  sin.  À  =  o,8853 109 — 1  ; 
mais  ce  sinus  répond  à  deux  angles ,  à  celui 
de  5o°.  10'  ,   et  à    son    supplément  1290. 
5of.  Ainsi ,   il   y  a  deux  triangles  BAC , 
BA'C,  qui  satisfont  à  la  question  et  AB'=  BA  ; 
mais  il  y  a  des  cas  faciles  a  trouver  où  il  n'y  a 
qu'une  solution ,  et  d'autres  où  le  problème 
est  impossible. 

Problème  LXIX.  [Fig.  80.)  Connaissant  les 
trois  côtés  d'un  triangle,  trouver  les  angles? 
Solution .  Soit     AB  =  1 20  sa  c  , 

BC  =  1 85,25  =  <zf 
AC  =  237 ,56 =6. 

L'angle  A  opposé  au  plus  petit  côté,  est 

évidemment  aigu  ;  abaissant  la  perpendiculaire 

BQ,  on  a  (224) 

BCa  =  ABa  4-  ACa  —  2  AC  •  AQ , 

ou        a7  =  c2  +  b2 — 2&.AQ, 

c7-\-b*  —  a2 
et       AQ  =  — r 


Or,  cos.  A 


26 

AQ    ca  +  6a  —  a" 


AB  ibe 

On  connaîtra  donc  l'angle  A  ;  mais  cette 
expression  n'étant  pas  décomposable  en  fac- 
teurs ,  n'est  pas  commode  par  les  calculs 
des  logarithmes.  Nous  allons  donner  un  aqtre 
moyen  de  trouver  l'angle  A:  nous  avons, 
(333) , 


Digitized  by  Google 


DB  GÉOMÉTRIE.  igi 

5  sin.»  ;As=  sin.  vers.  A  =  t  — cos.  A  ; 

a  ou  2  sin.  a£A=  i  —  — 

zbc 

26c — ca  —  b2  -f-  a5 


on  aura  *z 

ri 


ibc 

4*>c  46c 
Faisons       a  -f.  6  -J-  c  =  2» } 

b — c  —  ip  —  ic  ; 
c — b  =  ijp — ib  j 

«tfe4A-"y~y','¥-'". 

4&c 

_(/>  — c)  — 

 bc  ; 

et  sin.  1  A  =  y/ieZ^Hfczi). 

Cette  équation  est  énoncée  dans  la  rèale  sui- 
vante : 

Connaissant  les  trois  côtés  dun  triangle , 
pour  trouver  le  sinus  de  la  moitié  dun  de  ces 
angles ,  il  faut  de  la  demi-somme  des  trois 
cotés  retrancher  successivement  les  deux  côtés 
de  l'angle  cherché  ;  diviser  le  produit  des  deux 
testes  par  le  produit  de  deux  côtés ,  et  extraire 

racine  carrée  du  quotient. 

Dans  l'exemple  proposé  ,  on  a 
a+o+c  =5-  54^,81 

27I,4o5 

p< — c  —  i5i,4°5 

p^b-  33,845. 
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log.  (p — c)  =  2,1802659  I  log.  b  =  2,3757582 
log.  (p  —  b)=  1,5294945  {log.  c  =  2,079» 2 

3,70976o41  4,4549394 
4,4549394 

1 1  ni  

loe.sin.'f  A  =  1,2548210  — 2 

log.  sin.  i  A=o,6274io5—  1  =log.  25°  5  ; 

d'où  •     A  =  5o°io'. 

On  peut  aussi  se  servir  de  la  formule  sui- 
vante ,  facile  à  calculer  : 


tangiA  =  y  p{p-a) 
Problème  LXX.  Connaissant  deux  côtés  d'un 
triangle  ,  et  l'angle  compris,  calculer  son  aire  ? 

Solution .  (  Fig.  80  )  Soit  AB  = 120     c  ; 

AC  =  237,56  =  6  i 
A  =  5o°io'; 

on  a  aire  ABC=  i BQ .  AC  =  î  b.  BQ, 

BQ      .  . 
or  -3  — sin.  A; 

AU 

donc  BQ  =  c  sin.  A  ; 

et  aire  ABC  =  ;  bc  sin.  A. 

Ainsi  V aire  d'un  triangle  est  égale  a  la  moitié 

du  produit  de  deux  de  ses  cotés ,  multipliée 

par  le  sinus  de  t  angle  compris. 

Type  du  calcul ,  . 

log.  6  =  2,3757582 
log.  c  —  2,0791812 
log.  sin.  A  =  o,8853 109^-1 

log.  bc  sin.  A  =  4>34025o3 

log.  2  =  o,3oio3oo  ^^^^^^ 


log.  airé  =  4,0392203  =  log.  I0945- 
aire=  i0945mm  environ. 
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336.  (  jFig.  no.  )  L'aire  d'un  quadrilatère 
quelconque  ABCD  est  égale  à  la  moitié  du 
produit  de  ses  deux  diagonales  AC,  BD,  multi- 
plié par  le  sinus  de  leur  angle }  en  effet,  on  a 
aire  du  triangle  AIB  =  f  AI  X  IB  .  sin.  AIB 

BIC=iBIxIC  .sin.  BIG 
CID  =  iCIxID.  sin.ClD 
AID  =  iAIxID.  sin.  AID 
Or  ces  quatre  sinus  sont  égaux  ;  on  a  donc 
aire  ABCD  =  f  sin .  AIB  (  AI  x  IB  +BI 

XlC+CIxID  +  AIxID) 
=  fsin.AIB(BI  +  ID)(AIxIC) 
=  f  sin.  AIB  .  BD .  AC.  c.  q.  f.  d. 

De  là  on  conclut  :  i°  lorsque  les  diagonales 
se  coupent  sous  un  angle  de  trente  degrés  , 
Taire  du  quadrilatère  est  égale  au  quart  du 
produit  des  diagonales  (3a6)  ;  20  lorsqu'elles  se 
coupent  à  andes  droits ,  Taire  est  égale  à  la 
moitié  du  produit  des  deux  diagonales» 

Problème  LXXI.  Etant  donnés  les  trois 
côtés  d'un  triangle  ,  trouver  son  aire  ? 

Solution.  (  Fig.  80.  )  Soient 
AB=i2om  ~c 
BC=i85™,i5=a 
AC=237m,56=6 

R=aire  cherchée; 

R=i6csin.  A(Ph.  LXX); 

ibc  —  c2 —  b2-\-a2  _ 
sin.aiA  =  3—  (Pr,  LXIX; 

L{UC 

cos. a  £  A  =  1  —  sin. 2  £  A  =  1  — 
ibc  —  c2  —  b*  +  a2     2bc  +  c2  +  b2 — a2 

t\bc  Jbc  — 

_{b-\-c)2~a2  _  {b  +  c-\-a)  (b+c—a)  m 

£bc  /[bc  1 

17 
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(b+ç+a)(b+c— a){a+b  — e){a+ô— b 
—  '  — il  i.  » 


16^  c1 


Faisons  a  +  b  +  c=2p, 

il  vient  b+c  — as3%p—>%a 

a+b-~ç  =  *p  — 2C 
a+c—<  bessip  — 26; 
oos.'f  Asin.9f  A  = 

ap(ap-^aa)(a/> — ic)  (ip — *b)  

,  ="  16  6a  C  "  "~ 

b'c3 

d'où   

—  a){p—b){p — c 
cos.iA6in.±A==-*-^  j£  « 

=  i  sin,  A  (325)  j 

donc 

R  =  i  bc  sin.  A  =|/>  (  P— a  )'"(/>—*  )  (/»— c  )  • 
De  là  cette  règle  :  rfe  demi -somme  des 
côtés ,  retranchez  successivement  chacun  des 
côtés ,  multipliez  les  trois  restes  ensemble ,  et 
le  produit  par  la  demi-somme  ;  extrayez  la 
racine  carrée  du  produit ,  et  vous  aurez  taire 
du  triangle. 

Dans  l'exemple  proposé ,  on  a 


■ 
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p  =  27I,4o5 

p — a  =  06,  i55 

p—b=  33,845 

7?  —  c  =  i5i,4o5 
log.j&==  2,4336098 
iog.  p — a  =  1 ,9352805 
log.       6  =  1 ,5294945 
log.    — c=  2, 1802659 

log.  Ra  =  8,0786507 
log.  R  s=4>°393253  =  log.  10948 
R  =  i0948min. 
Si  c  as  *z ,  le  triangle  est  isocèle ,  et  Ton  a 


4 

Si  a  =  b  =  e,  le  triangle  est  équilatéral , 
et  1  on  obtient 

4 

Si  a9  s  6»  +  cJ ,  le  triangle  est  rectangle , 
et  Ion  a  R=ifa. 

■De  la  division  du  cercle  en  parties  égales  ;  des 
P0}ygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  ; 
aire  du  cercle rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre. 

337.  Pkobl.  LXXIbis.  {Fig.  8t.)  Diviser 
la  circonférence  CBAD  en  quatre  arcs  égaux  ? 

Solution.  Menez  deux  diamètres  AOC ,  BOD 
perpendiculaires;  ils  divisent  la  circonférence 
et  le  cercle  en  quatre  parties  égales  (i3g). 

338.  En  joignant  les  points  de  division  par 
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des  cordes ,  on  aura  la  figure  ABCD  qui  est  un 
carré  ;  car  les  côtés  ,  étant  des  cordes  sous-ten- 
dant  des  arcs  égaux,  sont  égaux  ,  et  les  angles 
étant  inscrits ,  et  s'appuyantsur  des  diamètres, 
sont  droits  (i55)  ;  le  carré  est  inscrit  dans  la 
circonférence.  En  désignant  le  rayon  par  R , 
on  a  évidemment  : 

ABa  =  2Ra;AB=R>/27 

Ainsi ,  Faire  du  carré  inscrit  est  égale  à 
deux  fois  le  carré fait  sur  le  rayon ,  et  l'aire 
du  cercle  est  donc  plus  grande  que  deux  fois 
le  carré  du  rayon. 

339.  Par  les  quatre  points  de  division ,  me- 
nons des  tangentes  ;  elles  formeront  par  leurs 
intersections  un  carré  LMNP  ,  qui  est  circon- 
scrit au  cercle  ;  LM  =  AC  =  2  K , 

LM'=4R'. 
Ainsi ,  Faire  du  carré  circonscrit  est  égale  à 
quatre fois  le  carré  du  rayon  ;  or  Taire  du  cer- 
cle est  moindre  que  celle  du  carré  circonscrit  : 
donc  Taire  du  cercle  est  comprise  entre  deux 
fois  et  quatre  fois  le  carré  du  rayon ,  et  celle 
du  cercle ,  qui  a  un  mètre  pour  rayon ,  est  com- 
prise entre  deux  et  quatre  mètres  carrés. 

340.  Problème  LXXII.  Diviser  la  circon- 
férence en  huit  parties  égales? 

Solution.  Divisez  les  quatre  cadrans  chacun 
en  deux  parties  égales. 

Joignant  les  points  de  division  par  des  droi- 
tes, on  aura  fa  figure  AHBGCFDEA,  qui 
est  un  octogone  dont  les  côtés  sont  égaux , 
comme  cordes  sous-tendant  des  arcs  égaux , 
et  dont  les  angles  sont  aussi  égaux ,  comme 
inscrits^  dans  la  circonférence,  dans  des  seg- 
mens  égaux.  Cet  octogone  est  pn  polygone 
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inscrit  dans  la  circonférence  ;  de  plus  il  est  ré- 
gulier. On  donne  ce  nom  à  un  polygone  qui  a 
ses  côtés  égaux  et  ses  angles  égaux,  qui  est  à 
la  fois  èquilatéral  et  èquiangle. 

Le  rayon  OH  est  perpendiculaire  sur  AB  : 
donc  Taire  du  quadrilatère  AOBH  est  égale  à 
{  OH .  AB.  Par  conséquent  Taire  de  Toctogone 
inscrit  est  égale  à  quatre  fois  j  OH.  AB,  ou 

bien  2.  OH.  AB  =  2  R*  VT. 


Mettant  pour  v  2 ,  sa  valeur  approchée , 

on  aura  2R2  ^2=2, 8284272  R2  ; 

donc  ,  lorsque  R==  1 ,  Taire  du  cercle  est  ren- 
fermée entre  4^2,8284272, 

34i.  Si  par  les  huit  points  de  division  on 
mène  des  tangentes  à  la  circonférence  ,  on  ob- 
tient un  octogone  régulier  circonscrit  à  la  cir- 
conférence ;  car  tous  les  angles  étant  formés 
par  deux  tangentes ,  et  interceptant  les  mêmes 
arcs  concaves  et  convexes,  sont  égaux  (i58); 
donc  aussi  les  tangentes  sont  égales  ;  les  trian- 
gles BHS  ,  BGT,  sont  égaux  comme  ayant  un 
côté  égal  et  les  angles  égaux  ;  donc  ,  etc.  ; 
Taire  de  Toctogone  circonscrit  est  égale  à  seize 
fois  Taire  du  triangle  OAR ,  ou  bien  8  OA. 
AR,  Faisant  OA  =  1 ,  on  a 

at*  â    y -_-  ^  ,    sin.220. 3o' 

AR  =  tang.^AOH=  tang.22°.3o'=  5-7- 

0  a  0  cos,22°.3o/ 

A  Taide  de  la  formule  A ,  (325),  on  trouve 
tang.   220  So^o^^21^  ; 
donc  Taire  de  Toctogone  est  égale  à  3,3 137088  ; 
et  Taire  du  cercle  est  comprise  entre  ce  nom- 
bre et  2,8284272. 

342.  L'angle  AOH  formé  par  deux  rayons 

17* 
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qui  aboutissent  à  un  même  côté  se  nomme 
angle  au  centre. 

343.  En  généralisant  les  raisonnemens  qui 
précèdent ,  on  conclut  :  i°  lorsque  la  circon- 
férence est  divisée  en  n  parties  égales  ,  et 
joignant  les  points  de  division  par  des  cordes , 
elles  forment  un  polygone  régulier  inscrit  de 
n  côtés.  20  L'aire  de  ce  polygone  régulier  est 
égale  a  n  fois  Taire  du  triangle  AOH  ,  qui  est 
égale  à  {■  R2  sin.  AOH  :  donc  Taire  d'un  poly- 
gone régulier  inscrit  est  égale  $u  carré  du 
rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  sinus  de  l'angle  au  centre  multiplié 
pal-  la  moitié  du  nombre  de  côtés.  3°  Le6 
aires  des  deux  polygones  réguliers  inscrits 
dans  la  même  circonférence  sont  entre  elles 
comme  les  sinus  des  angles  aux  centres  mul- 
tipliés par  le  nombre  des  côtés.  4°  En  menant 
des  tangentes  par  les  n  points  de  division ,  on 
forme  un  polygone  régulier  de  n  côtés  circonscrit 
au  cercle.  5°  L  aire  de  ce  polygone  régulier  est 
égale  à  n  fois  Taire  du  quadrilatère  AÔFR  ,  qui 
est  égale  à  AO\  tang.  \  AOH  :  donc  Taire  du 
polygone  circonscrit  est  égale  au  carré  du 
rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  n  fois  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle 
au  centre. 

344-  Soient  donc 
C  ,  l'angle  au  centre , 

A ,  Taire  du  polygone  inscrit  d'un  nombre  n 

de  côtés, 

B  ,  Taire  du  polygone  circonscrit  d'un  nombre 
n  de  côtés. 
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on  aura  A  =  -  R*  sin.  C , 

2 


B  =  /iRHaiig.^C;  d'où 
B_3tang.  ^G_    atang.^C  _ 

A        6În,  C    —  asin.  £cos.  fC  — 

sim  r  G 


tang.  £  G  cos.  {■  C 


sin.  {  C  cos.  £  G  sin.  ^  C  cos.  |  C  cos.a£G  - 
doii     AœBcos.^  C  =  jB(i  +cos.C), 

B=     *A     =  A 

i+cos.C    cos.  afGf 

À  A. 
et     ^—cos.^C;  i—  ~  =  siû.a±C. 

Or ,  plus  le  nombre  des  côtés  augmente , 
plus  l'angle  C  diminue,  et  plus  son  cosinus 
augmente  et  s'approche  d'être  égal  à  l'unité. 

A 

Par  conséquent  le  quotîentgdiminue  et  s'ap- 
proche de  l'unité  :  et  sa  différence  d'avec 
l'unité  peut  devenir  plus  petite  qu'aucune 
quantité  assignable. 

Par  exemple:  Faisant 

n  =  256  ;  alors  C=  i°  a4°.M".3o"' , 
sin.  ^C==  0,0000373. 

345.  Soit 

A'  ,  Faire  du  polygone  régulier  inscrit  de  1  n 
côtés , 

S' ,  Faire  du  polygone  régulier  circonscrit  de 

2n  côtés, 
oaaura  A'  =  /i R'sin.iC, 

B'=2*Ra  tang.^Ç. 
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Or,        AB  =  ^R4  sin.C  tang.^C  = 

=  —  2  sin.  { C  cos.  \  C  ^Jt4 

2         a         a  cos.fC 

=  /iaR4  sin.aiC  =  A,a; 
d'où  A'=J/ÂB(i). 

Ainsi ,  Taire  du  polygone  circonscrit  d'un 
nombre  de  côtés  a  n  est  une  moyenne  propor- 
tionnelle géométrique  entre  les  aires  des  poly- 
gones inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre  n  de 
côtés. 

On  a  A  =  -R*  sin.  C  =  n  R'sin . £  G  cos.|  G  = 

2 

=  A'cos.*\Gj 
A 

d'où    A'  =       -  =  A  séc.  £  C. 

COS^li. 

Par  cette  formule ,  on  calcule  A7  au  moyen 
de  A. 

On  obtient ,  en  ajoutant 
A'+  A  =  A'  (  i +cos.i  C  )  =  2  A'  cos.2  ^  C , 
A'+A  =  2  7iRa  sin.  £  C  cos.a  ±  G . 
2AB  =  2/i'R4sin.îC; 

de  là 

2AB     nR'sin.  ^G     2/iR9  sin.  {  C  cos.  \  C 

— —    4  4  _____ 

A+A—  cos.^C  ~  '.       cos. 3  ± C 

_         =  2/t R2 tang.  i  C  =  B'  a). 

COS.  ^  ti 

Connaissant  donc  A  et  B ,  on  en  déduira  les 
valeurs  de  A'  et  ensuite  celle  de  B'. 

Rassemblant  ces  diverses  valeurs ,  on  trouve 
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A  =  |nRasin.  C(i). 

B 

A=B  cos.  »i  C  (2) ,  =  -  (i+cos.  C) 

2 

A  =  A'cos.|C(3), 

Bag,F(.+C08.jC)(4); 


cos.  £  C 

ou        nC  ==  36o°, 

Bf  i+cos. 

et         —  =  — . 

B      2  cos.  f  C 

l'on.  B--A-^A,'A,-A)^AA:iB-AJ 

A'+A         (A'  +  A)1 

AA' 

donc  la  différence  Br  — A'  peut  devenir  plus 
petite  qu'aucune  quantité  donnée,  (Note  10.) 

346.  Un  polygone  régulier  étant  donné ,  on 
peut  toujours  faire  passer  une  circonférence 
par  tous  ses  sommets.  Soit  AHBGCDEÀ  le 
polygone  régulier  donné;  menons  la  diagonale 
AG,  on  formera  un  trapèze  AHBG,  inscrip- 
tible  dans  une  circonférence;  car  les  angles 
opposés  AHB,  BGA,  sont  supplémentaires. 
Donc  la  circonférence  qui  passe  par  les  trois 
sommets  A ,  F ,  B ,  passera  aussi  par  le 
quatrième  sommet  G;  on  démontrera  de 
même  qu'elle  devra  passer  par  le  point  C: 
donc  elle  passera  par  tous  les  points. 

On  nomme  centre  du  polygone  régulier , 
le  point  O  qui  est  le  centre  de  la  circonférence 
circonscrite. 

347.  On  peut  aussi  toujours  inscrire  une 
circonférence  à  un  polygone  régulier.  En  effet , 
après  avoir  fait  passer  une  circonférence  par 
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tous  les  sommets ,  les  côtés  des  polygones  de- 
viennent des  cordes  égales ,  et  par  conséquent 
également  éloignées  du  centre  ;  donc ,  si  de 
ce  point  comme  centre,  et  d'un  rayon  OK 
égal  à  la  distance  d'une  de  ces  cordes  on 
décrit  une  circonférence,  elle  sera  tangente  à 
toutes  les  cordes  ,  et  sera  inscrite  au  polygone; 
on  nomme  cette  distance  rayon  du  cercle  in- 
scrit; quelquefois  on  la  pomme  aussi  Yapo~ 
thème  du  polygone, 

348.  Laire  d'un  polygone  régulier  est 
égale  à  son  périmètre  multiplié  par  la  moitié 
de  l'apothème.  , 

Soit  toujours  AH  le  côté  d'un  polygone  ré- 
gulier de  n  côtés,  et  C  l'angle  au  centre  AOH  , 
on  aura  OK  =  R  cos.  £  C.  Ainsi ,  le  rayon  du 
cercle  inscrit  est  égal  au  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit multiplié  par  le  cosinus  de  la  moitié 
de  l'angle  au  centre. 

349-  Soient 
P ,  le  périmètre  du  polygone  inscrit  de  n  côtés , 
Q ,  le  périmètre  du  polygone  circonscrit  de  n 
côtés , 

P',  le  périmètre  du  polygone  inscrit  de  1  n  côtés, 
Q*,  le  périmètre  du  polygone  circonscrit  de  2  n 
côtés , 

on  aura     A  =f  PRcos.^C , 

B  =  fQR, 

A'  =  iFRcos.iC. 

B'  =  ±Q'R, 

A  Pcos.iC 

et  —  =t  — . 

B  Q 

Or ,  à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  aug- 
mente ,  le  rapport  ^  diminue  et  s'approche  sans 
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cesse  de  l'unité  ;  il  en  est  donc  de  même  du 

Pcos.fC 
rapport   ■  ~. 

350.  En  multipliant  À  par  B' ,  il  vient 

AB'  =  jPQ'R2cos.iC 

A!  a  =r  \  F  2  R>  COS.*  i  C  =  i  P'2  R2 

(  i  +  cos.^C  ) 
d'où  ,^l_AB_F»(i+coS.iC)  B 
AB'     AB'^  PQ'acos.iC  =  B' 

B  I+C06.fC 

ff=  aco».fC  (P'20I); 

donc  F»  «  PQ' ,  ainsi  P'  est  une  moyenne 
proportionnelle  entre  P  et  Q*. 

Les  expressions  suivantes  sont  aisées  à  cal- 
culer : 

P=a  n  Rsin.  i  G  (5) 
P=F  cos.  j  C  (6) 

P=QcosfC(7);etQ=2  7I  Rtang  iC 
P=Q'(cos,iCr(8);= 
=  tQ'  (i  +cosfC)  ou  n  C=36o°. 

P+Q 

Les  quatre  formules,  p.  soi  ,  jointes  à  cel^ 
les-ci,  servent  à  résoudre  toutes  les  questions 
sur  les  polygones  réguliers. 

35 1.  Problème  LXXIII.  Diviser  la  circon^ 
férence  en  six  parties  égales  ? 

Solution.  {Fig.  82.)  Portez  le  rayon  AO 
de  A  en  B  ,  le  triangle  A  0  B  étant  équilatéral, 
1  angle  en  O  est  de  6o°  ;  par  conséquent ,  Tare  AB 
le  j  de  la  circonférence  ,  sur  laquelle  on 
peut  le  porter  six  fois, 
ta  formule  (5)  donne  P=6;  lorsque  R=i 

A=s2,598o7Ô3 
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352.  En  divisant  successivement  Tare  AB 
en  2,  en  4i  en  8  parties  égales,  on  inscrira 
des  polygones  de  12,  s4>  4^>  etc.,  côtés. 

353,  Problème  LXXIV.  Diviser  une  circon- 
férence en  10  parties  égales? 

Solution.  {Fig.  83.)  Soit  AB  la  dixième  par- 
tie de  la  circonférence  ,  ou  un  arc  de  36° ,  le 
triangle  AOB  étant  isocèle,  les  angles  ABO  et 
AOB  seront  chacun  de  720,  et  par  conséquent 
le  double  de  l'angle  au  centre  AOB  :  donc  la 
droite  BC ,  qui  divise  l'angle  ABO  en  deux 
parties  égales,  partage  le  triangle  ABO  en 
deux  triantes  isocèles  ABC,  BCO.  En  effet ,  on 
a  CBO  =  36° 

COB  =  36°; 
donc  BC  =  CO 

CBA=36° 

BAC  =  72°; 
donc  BCA=36°; 
et  AB  =  BC; 

donc  aussi        £B  =  CO. 

Les  triangles  ABC ,  AOC  ,  semblables  par- 
ce qu'ils  sont  équiangies ,  donnent  les  propor- 
tions AO  :  AB  :  :  AB  :  AC  } 
ou  bien              AO  :  CO  :  :  CO  :  AC. 

Donc  le  rayon  AO  est  coupé  en  moyenne 
et  extrême  raison  au  point  C  ;  le  grand  segment 
CO  est  égal  au  côté  AB  du  décagone  inscrit. 

354*  En  joignant  deux  à  deux  les  points  de 
division  du  décagone  on  obtient  le  pentagone 
inscrit  ACE:  on  peut  aussi  diviser  la  circonfé- 
rence en  20,  4o,  80,  etc.,  parties  égales. 

355.  Si  on  retranche  Tare  de  i5°  de  Tare  180, 
on  a  iin  arc  de  3°  qui  est  contenu  120  fois  dans 
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Ja  circonférence  ;  on  peut  donc  inscrire  un  po- 
lygone de  i5,  3o ,  60  ,  120 ,  240  ,  etc. ,  côtes. 

356.  On  peut  inscrire  en  général  dans  le 
cercle  des  polygones  d'un  nombre  2n-\-i  de 
côtés,  lorsque  ce  nombre  est  premier. 

Mais  il  serait  trop  long  d'indiquer  ici  les 
opérations  à  exécuter. 

Le  plus  petit  nombre  de  ce  genre ,  après  5 , 
est  17.  (Note  12.  ) 

357.  Problème  LXXV.  Etant  donné  le  côté 
d'un  polygone  régulier  désigné,  construire  le 
polygone  ? 

Solution.  Décrivez  une  circonférence  d'un 
rayon  quelconque  ;  inscrivez  un  polygone  régu- 
lier du  nombre  de  côtés  désigné ,  et  faites,  sur 
le  côté  donné,  un  polygone  semblable. 

Aire  du  cercle  et  rapport  du  diamètre  à  la 

circonférence. 

358.  Soit  L  la  longueur  de  la  circonférence 
exprimée  en  unités  linéaires ,  soit  en  mètres. 

M  la  surface  du  cercle  exprimée  en  unités 
superficielles ,  soit  en  mètres  carrés. 

L  sera  toujours  plus  petit  que  le  périmètre 
Q  du  polygone  circonscrit  qui  enveloppe  la 
circonférence ,  et  plus  grand  que  le  périmètre 
P  du  polygone  inscrit  (  106)  ;  donc  7RL  sera 
aussi  compris  entre  f  QR  et  £  PR;  c'est-à- 
dire  qu'on  a  \  RL  >  f  PR 

^RL<iQR; 
donc ,  a  plus  forte  raison , 

{  RL>f  PR  cos.  7  C  (p.  201  ) , 
car  cos.  f  C  est  une  quantité  au-dessous  de 
l'unité;  mais  f  QR=  B  et  £  PR  cos  7  C  =A 
( /45) ,  {  RL  est  donc  renfermée  entre  les  deux 
limites  A  et  B;  mais  M  est  évidemment  corn- 

18 
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pris  entre  les  mêmes  termes  ;  et  comme  lu 
différence  de  ces  termes  peut  devenir  plus 
petite  qu'aucune  quantité  assignable ,  il  s'en- 
suit qu'on  doit  avoir  (  i43  ): 

M=~  RL; 

donc  l'aire  du  cercle  est  égale  à  la  circonfé- 
rence multipliée  par  la  moitié  du  rayon. 

On  parvient  à  ce  même  résultat  en  consi- 
dérant la  circonférence  comme  un  polygone  ré- 
gulier d'un  nombre  infini  de  cotés  infiniment 
petits;  cette  considération  est  un  moyen  com- 
mode de  se  rappeler  promptement  le  résultat. 

359*  On  démontre  de  la  même  manière  que 
Faire  d'un  secteur  est  égale  à  l'arc  multiplié 
par  la  moitié  du  rayon. 

L'aire  du  segment  est  égale  à  Taire  du  sec- 
teur, moins  l'aire  du  triangle,  formé  par  la 
corde  et  lés  deux  rayons  qui  passent  par  les 
extrémités. 

36o.  Les  circonférences  étant  proportion- 
nelles aux  diamètres  et  les  cercles  aux  car- 
rés des  diamètres  (3o6),  il  s'ensuit  que  , 
quelque  soit  ce  diamètre,  en  le  désignant 

M  L 

par  D  ,  les  rapports  j— ,  g  sont  des  quantités 

constantes  ;  on  est  convenu  de  représenter  le 

L        ,  , 

rapport  constant—  par  la  lettre  grecque 
de  sorte  qu'on  a 

L 

7r=D} 

or  M_      _  L_ 

—  M 
et   —  i 


D" 


4  * 
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Le  célèbre  Lambert  a  démontré  par  des 
raisonnemens  trop  longs  à  exposer,  que  le  rap- 
port 7r  et  même  ot3,  est  incommensurable;  mais 
il  est  aisé  d'en  obtenir  une  valeur  approchée. 

En  effet ,  L  est  toujours  compris  entre  P  et 
Q  5  donc  g-  sera  toujours  renfermé  entre  g 

et~:  supposons  qu'on  ait  calculé  deux  poly- 
gones dont  les  périmètres  ne  diffèrent  plus 
mie  d'une  décimale  du  septième  ordre,  il  est 
évident  qu'en  s' arrêtant  à  cette  décimale  ,  on 
aura  la  valeur  de  tt,  à  moins  d'une  unité  de  cet 
ordre  près  :  supposons  qu'on  inscrive  et  qu'on 
circonscrive  un  polygone  de  $4° côtés,  on  aura 
240  C  =  36o ,  d'où  G  =  i°  3o'  ;  sin.  &  G 
=0,0130896. 

P=48o  R.  sin.  45,  =  6,*83oo8oR 
P  P 

Q  =480  A.  tang.  45' =6,283536 
^  =  3,141768} 

or  £4  .Wdeo,  jo^.ux  mi.Uème8 ,  on 

a  donc  tt  =  3,i4i  à  un  millième  près. 

Archimède  ,  célèbre  géomètre  sicilien ,  qui 
vivait  trois  siècles  avant  Jésus  •  Christ  ,  a 
trouvé,  en  inscrivant  un  polygone  de  96  côtés, 
que  7t  était  compris  entre  3^  et  3  f£  ou  3 

Ce  dernier  rapport  est  trop  fort  :  si  on  en 
soustrait  ,  il  devient  trop  faible.  Sur 

un  diamètre  de  mille  mètres,  la  circonférence 
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calculée  d'après  ce  rapport ,  est  trop  longue 
de  plus  de  i  mètre.  Comme  ce  rapport  est 
très-simple,  il  est  le  plus  connu  et  le  plus 
usité,  quand  on  n'a  pas  besoin  d'une  extrême 
exactitude. 

Adrien  Métius  le  père ,  géomètre  hol- 
landais du  dix-septième  siècle ,  a  trouvé 

355 

n~ — r  =3,i4i5929. 
1 13 

Ce  rapport  est  trop  fort  ;  il  est  d'une  grande 
exactitude  ;  pour  un  diamètre  d'un  million 
de  mètres,  de  près  de  25o  lieues  de  longueur, 
la  circonférence  est  trop  longue  de  1  mètre. 
En  écrivant  à  côté  l'un  de  l'autre  le  dénomi- 
nateur et  le  numérateur  on  obtient,  1  .  1  .3. 
3.5.5.  On  voit  que  les  trois  premiers  nombres 
impairs  sont  chacun  répétés  deux  fois.  Cette 
observation  suffit  pour  se  rappeler  facilement 
le  rapport  de  Métius. 

Ludolph  Yan-Keulen,  géomètre  hollan- 
dais ,  a  poussé  l'approximation  jusqu'à  la  35e 
décimale  ,  et  Lagnyjusqu'àla  128e  ;  maisYéga, 
major  d'artillerie  autrichienne  a  découvert 
une  faute  typographique.  La  11 3e  décimale 
doit  être  ui%  8  et  non  un  7  ;  et  il  a  poussé  l'ap- 
proximation jusqu'à  la  i4oe  décimale 

7r  =  3, 141592653589793,  etc.  (Voir  Table  V.) 

36 1.  M.  Pioche,  statuaire  de  la  ville  de 
Metz ,  a  fait  l'ingénieuse  observation  qu'on 
avait  à  très-peu  près 

*=t(3  +  |+4+S  \/i  +9) 
=  3,i4i59s5, 

expression  qui  n'est  en  erreur  qu'à  la  70  dé- 
cimale; elle  présente  l'avantage  de  fournir 
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une  construction  facile  pour  faire,  à  très-peu 
près  ,  une  ligne  de  même  longueur  qu'une  cir- 
conférence donnée  :  le  rapport  3, 1416  est 
suffisant  pour  la  pratique. 

362.  On  a  i  =  7r(343) 

d'où  L  =TrD±=2  7rR 

Ainsi  la  longueur  dune  circonférence  est  égale 
au  diamètre  multiplié  par  it. 
On  a  ensuite 

M=^RL  =  iR.2*R  =  7rR'  =  l^; 

r:  4 

donc  Faire  du  cercle  est -égale  au  carré  du 
rayon  multiplié  par  7r ,  ou  bien  encore  est 
égale  au  carré  au  diamètre  multiplié  par  le 
quart  de  n.  . 

Problèmes  sur  les  circonférences  et  les  cercles. 

363.  Problème  LXXVI.  Etant  donnée  la 
longueur  du  rayon  ,  calculer  celle  de  la  cir- 
conférence ? 

Solution.  R  =  287m; 

on  aura     JL  =  27r.  287=; 574^  î 
log.  574  =  2,75891 19 

log.7r= 0,497 1498  (Voir  Table  7.) 

log.  L  =  3,2560617  =  log.  i8o4,3  environ. 
En  se  servant  du  rapport  d'Àrchiniède  ;  on 
trouve 

44 

L=~.  287  =  44.41  =  1804. 

7  , 
Pkoblème  LXXVII.  Etant  donnée  la  cir- 
conférence ,  calculer  le  rayon  ? 

18* 
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Solution.  Soit  L=  i8o4,3} 

on  a  Ja= —  ; 

2  7T 

log.  L  =3,2660617 

log.  2  71  =0,7981798 

log.  R  =  2,4578819  =  log.  287. 

Problème  LXXVIII.  Connaissant  le  rayon , 
calculer  Taire  du  cercle  ? 

Solution.  Soit  R  =  287  j 
on  aura  M  =  7*Ra  ; 

log.  Ra  =  2  log.  R  =4,9i57638 

log.  7T  ==0497^498 

log.M  =  5,4i29i36  =  logr  3S8879 
M  =  258870- 
En  faisant  le  produit  de  R  par  £  L ,  on  troijve 

M  =  258874. 

L'aire  M  dépend  de  7r  j  or  il  est  démontré 
qu'on  ne  peut  trouver  ce  rapport  exactement  ; 
donc  aussi  M  est  incommensurable  à  l'égard 
du  rayon  :  il  est  donc  impossible  de  trouver 
un  carré  exactement  équivalent  au  cercle  ; 
c'est  ce  qu'on  nomme  la  quadrature  du  cer- 
cle, recherche  qui  depuis  la  démonstration  de 
Lambert  (p.  207)  ne  peut  plus  occuper  un 
géomètre. 

Problême  LXXIX.  Connaissant  l'aire  du 
cercle  $  calculer  le  raypn  ? 

Solution. 


soit  ,  M;sàc258874ta»ï 


on  aura        R  =  \  /  jL  287 . 
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Problème  LXXX.  Connaissant  le  rayon , 
calculer  la  longueur  d'un  arc? 

Solution.  Soit  a  l'arc  donné,  exprimé  en 
degrés  et  parties  de  degrés*  /  sa  longueur ,  Rie 
rayon  ;  on  fera  la  proportion 

_  _  -    .     d .  27rll  a 

3ÔO  :  ^  :  :  27rR  :  1=  — — —  ——ttR. 

36o*  —  1800 
Soit  ^=75°,  ët  H  =  287*} 

on  a  i  =  -=- — 207  7r  =  —  .287.  —  = 

1800     y       36  /7 

5    ,  5 , 41 •  11 

=^= — .  ai  •  22  =  — — . 

12'  6 

on  a  /==?375m~. 

Problème  LXXXl.  Connaissant  la  longueur 
d'un  arc  et  le  nombre  de  ses  degrés,  calculer 
le  rayon? 

C   /  ~D  l8°b  1 

Solution.     il  =  . 

a  if 

Problème  LXXX1I.  Connaissant  le  rayon  et 
l'are,  trouver  l'aire  du  secteur  ? 

Solution.  Soit  a  Parc  ;  oh  calcule  sa  longueur 
l  (Pr.  LXXX) ,  et  Taire  cherchée  sera  égale 

Problème  LXXXIII.  Étant  donnés  le  rayon 
et  l'arc ,  trouver  l'aire  du  segment  ? 

Solution.  L'aire  du  segment  est  égale  à 
36o°  _ 

 ttR'—  iR'sin.  a. 

a 

^  Problème  LXXXIV.  Construire  une  circon- 
férence égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de 
deux  circonférences  données  ? 
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Solution.  Soit  R  et  R'  les  rayons  donnés ,  et 
r  le  rayon  de  la  circonférence  cherchée  ,  on 
aura  donc  2*rr  =  27cR4-27rR',  lorsqu'il  s'agit 
de  la  somme  ;  et  2  n  r  =  2  rc R  —  2 îcR',  lorsqu'il 
s'agit  de  là  différence  ; 
on  en  tire  r  =  R  +  R' 

r=R — R'. 

Il  suffit  donc  de  décrire  une  circonférence 
d'un  rayon  égal  à  la  somme  de  deux  rayons  ou 
à  leur  différence. 

Problème  LXXXV.  Construire  un  cercle 
égal  à  la  somme  des  deux  cercles  ? 

Solution,,  (Fig.  840  TEn  raisonnant :  comme 
ci-dessus ,  on  aura 

d'où  ra=Ra  +  R/ai 

construisant  le  triangle  rectangle  en  A ,  dont  le 
côté  AB  est  égal  à  R ,  et  le  côté  ÀC  égal  à  R', 
l'hypothénuse  sera  le  rayon  du  cercle  de- 
mandé. . 

364-  [Fig.  84.)  Si  sur  les  trois  côtés  du 
triangle  rectangle  ARC ,  on  décrit  des  cir- 
conférences, le  demi-cercle  construit  sur  l'hy- 
pothénuse, passant  nécessairement  par  le 
sommet  R,  sera  équivalent  à  la  somme  des  demi- 
cercles  faits  sur  les  côtés  de  l'angle  droit  :  re- 
tranchant de  part  et  d'autre  les  segmens  com- 
muns AHB  ,  AKB ,  il  restera  le  triangle  ABC 
équivalent  à  la  somme  des  aires  des  deux  lunules 
AHBL ,  AMCK  ;  lorsque  les  côtés  AB  et  AC  sont 
égaux ,  l'aire  du  triangle  est  double  de  Taire 
d'une  lunule;  cette  proposition  est  connue  sous 
le  nom  de  lunule  d'Hippocrate ,  géomètre  grec 
qui  vivait  vers  le  5e  siècle  avant  Jésus-Christ.  On 
a  ici  l'exemple  d'une  surface  curviligne  exacte- 
ment carrable  ;  on  peut  en  imaginer  une  infinité 


Digitized  by  Google 


DE  GÉOMÉTRIE.  2l3 

d'autres.  {Fig.  85.)  En  effet,  si  sur  les  côtés 
égaux  AB  ,  AC ,  du  triangle  isocèle  ABC ,  on 
décrit  des  segmens  égaux  ALB ,  AMC ,  l'aire 
du  triangle  mixtiligne  ALBCMA  sera  éuuiva- 
lente  à  l*aire  du  triangle  rectiligue  BAC ,  et 
en  faisant  la  même  figure  en  dessous  de  BC , 
on  aura  une  surface  curviligne  sous  forme  de 
hache ,  équivalent  à  un  parallélogramme  (note 
i3)  ;  ces  sortes  d'exemples  induisent  en  erreur 
les  personnes  qui  s'obstinent  à  la  recherche  de 
Ja  quadrature  du  cercle  ;  elles  ne  font  pas 
attention  que,  dans  les  cas  cités,  la  quantité  n 
disparaît  par  suite  d'une  soustraction;  mais 
toutes  les  fois  qu'elle  reste  dans  le  calcul ,  les 
résultats  deviennent  approximatifs  ,  et  ne  sont 
plus  susceptibles  d'une  exactitude  rigoureuse. 

365.  Problème  LXXXVI.  Etant  donnés 
deux  polygones  semblables,  construire  un 
troisième  polygone  semblable,  dont  le  péri- 
mètre soit  égal  à  la  somme  des  périmètres  des 
polygones  donnés? 

Solution.  Soient  m ,  m! 9  deux  côtés  homolo- 
gues des  polygones  donnés  ;  P  et  P'  leurs  péri- 
mètres, x  le  côté  homologue  du  polygone 
cherché,  et  X  son  périmètre,  on  faux—m 
+  m',  et  on  construit  sur  x  un  polygone  sem- 
blable à  un  des  polygones  donnés  ;  car  on  a 

P  :  P'  :  :  m  :  m  ; 
d'où  P+P7  :P  ::  m  +  m!  :m:i  X:  fït\ 

or  on  a  aussi  X  :  P  :  :  x  :  m  ; 
donc  X=P  +  P'. 

Pkobl.  LXXXVIL  Mêmes  données  que  dans 
le  problème  précédent;  construire  un  polygone 
semblable,  ayant  une  aire  équivalente  à  la 
somme  des  aires  des  polygones  donnés  ? 

Solution.  xl  —  m*-\*irt*i  même  moyen  de 
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démonstration.  On  voit  ce  qu'il  faut  faire  quand 
il  s'agit  de  la  différence. 

Problème  LXXXVIII .  Etant  donné  un  poly- 
gone ,  construire  un  polygone  semblable ,  de 
manière  que  leurs  périmètres  ou  leurs  aires 
soient  dans  un  rapport  donné? 

Solution.  Soient  m  un  côté  du  polygone 
donné,  x  le  côté  homologue  du  polygone 

cherché,  et  -  le  rapport  donné  entre  les  péri- 
mètres ;  faites  la  proportion  p  :  q  :  :  m  :  x  pour 
les  périmètres . 

Si  ^  est  un  rapport  entre  les  aires ,  faites  la 

proportion  p  :  a  :  :  wa  ?  x1,  et  on  trouvera  x 
d'après  le  problème  (^63). 

Problème  LXXXUL  Etant  donné  un  cer- 
cle ,  en  trouver  un  autre  tel  que  les  circonfé- 
rences ou  bien  que  les  aires  soient  dans  un 
rapport  donné  ? 

Solution.  La  même  que  dessus ,  en  prenant 
les  rayons  pour  côtés  homologues. 

Problème  XC.  Construire  un  polygone 
semblable  à  un  polygone  donné  et  équivalent 
à  une  aire  donnée  ? 

Solution.  Soit 
N  le  côté  du  carré  équivalent  à  Taire  donnée } 
P  le  côté  du  carré  équivalent  au  polygone 
donné,  m  un  côté  quelconque  de  ce  polygone , 
x  le  côté  homologue  du  polygone  cherché  j 
on  a  P2  :  Na  :  :  m2  :  X2  ; 

ou  bien         P  :  N  ;  :  m  :  x , 
et  le  côté  x  sera  connu. 

366.  Nous  allons  énoncer  ici  quelques  pro- 
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priétés  remarquables  des  polygones  ,  que  les 
bornes  de  cet  ouvrage  ne  nous  permettent  pas 
de  démontrer  ;  on  les  trouve  la  plupart  dans 
l'excellent  Journal ,  jadis  publié  par  M.  Qevr 
gonnes ,  sous  ce  titre  :  Annales  de  Mathéma- 
tiques &t  qui  est  malheureusement  interrompu. 

367.   i°  R  étant  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle , 
r  étant  le  rayon  du  cercle  in- 
scrit à   un  triangle, 

D  la  distance  des  deux  centres  , 
Ton   aura         D'  =  Ra — irR. 

2°  r,  Etant  le  rayon  du  cercle  inscrit  inté- 
rieurement à  un  triangle  ;  z^,  r",  les  rayons 
des  trois  cercles  inscrits  extérieurement  ;  R  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  A,  Taire  du  trian- 
gle ,  Ton  a 

11      1  1 

R=i(/+r,,+^/— r) 

3°  Dans  tout  t;riangle ,  les  trois  hauteurs  se 
coupent  au  même  point  ;  les  trois  droites  qui 
vont  des  sommets  aux  milieux  des  côtés 
passent  par  le  même  point  ;  ces  deux  points  et 
le  centre  du  cercle  circonscrit  sont  toujours 
sur  une  même  droite* 

4°  Si ,  d'un  point  pris  sur  là  circonférence 
circonscrite  à  un  triangle,  on  mène  trois 
droites ,  faisant  respectivement  |e  n*eme  angle 
avec  chaque  côté  du  triangle ,  les  pieds  de  ces 
droites  sont  sur  une  même  droite. 

5°  Un  hexagone  étant  inscrit  au  cercle  et 
allait  dans  le  même  siens ,  si  Ton  désigne  les 
côtés  par  les  six  premiers  nombrès*  tes  inter- 
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sections  des  côtés  i ,  4  5  2 ,  5  ;  3,6;  sont  sur 
une  même  droite.  Cette  belle  propriété  est 
due  à  Pascal ,  qui  lui  a  donné  le  nom  peu 
géométrique  de  hexagramme  mystique. 

6°  Un  hexagone  étant  circonscrit  à  un  cer- 
cle ,  et  désignant  les  angles  en  allant  dans  le 
même  sens ,  par  les  six  premiers  nombres  ;  les 
diagonales  1  ,  4  i  2  >  5  ;  3  ,  6  ;  se  coupent  en 
un  même  point. 

Cette  propriété  est  due  à  M.  Brianchon,  an- 
cien capitaine  d'artillerie ,  et  ancien  professeur 
à  l'école  d'artillerie  de  Vincennes. 

Ces  propriétés  ont  également  lieu  pour  les 
courbes  dites  sections  coniques.  La  démons- 
tration la  plus  facile  et  la  plus  élégante  a  été 
donnée  par  M.  Durrande.  (Gergonnes,  tome 
XIV,  page  29.  ) 

(Fig.  85  bis.)  Elle  consiste  en  ceci  :  soient 
a,  b9  c,  d,  e>f*  a>  ARCtMEFA ,  deux  hexa- 
gones ,  inscrits  et  circonscrits  àu  même  cercle  : 
désignons* spar  *\     '*J-    ,  '  . 
P ,  Q ,  R ,  les  intersections  jdes  côtés  AF  ,CD  ; 

AB,  DE;  BC,  EF  ; 
p,  q,  r,  les  intersections  des  côtés  af9ed; 

au ,  de  ;  bc  y  ef. 

Désignons  encore  par  cercle  P,  celui  qui  a 
pour  centre  P  ,  et  pour  rayon  Pb  =  Ve  ; 

Cercle  Q ,  celui  qui  a  pour  centre  Q  ,  et  pour 
rayon  Qc  =  Qf; 

Cercle  R,  celui  qui  a  pour  centre  R,  et 
pour  rayon  Rd^  R#  ; 

Cercle  A  ,  ^elui  qui  a  pour  centre  A  et  pour 
rayon  Ac~A£; 

Cercle  B,  celui  qui  a  pour  centre  B,  et  pour 
rayon  Bdzzi  Be;  • 

Cevcle,!  Cr,  celui  qui  a  pour  centre  C  ,  et 
pouv  rayton  Ce  •«  Gd  :  / 

> 
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Cercle;  D  ,  celui  qui  a  pour  centre  D ,  et  pour 
rayon  D/*=  De  et  ainsi  de  suite. 

Le  cercle  A  touche  intérieurement  le  cercle 
R  en  b ,  et  extérieurement  le  cercle  Q  en  c  ; 
doncBc  passe  par  le  centre  de  similitude  des 
cercles  P  et  Q;  le  cercle  D  touche  extérieu- 
rement le  cercle  P  en  c ,  et  intérieurement  le 
cercle  Q  en  f  \  donc/e  passe  aussi  par  le  centre 
intérieur  de  similitude  des  cercles  P  et  Q.  Par 
conséquent ,  r  intersection  de  bc  et  de  ef,  est 
le  centre  de  similitude  des  cercles  P  et  Q.  On 
démontre  de  même  que  q  est  le  centre  de  simi- 
litude intérieure  des  cercles  P  et  R  ;  et  p  ie 
centre  de  similitude  extérieure  de  Q  et  R  s 
doncles trois  points/? ,  q ,  r,  sont  sur  une  même 
droite  (3io  )  ;  or  bc ,  ef,  étant  les  polaires  de 
A  et  deD,  leur  intersection  r  est  le  pôle  de 
AD    (       )  ;    par   la   même    raison ,  p  est 
le  pôles  de  BE ,  et  q  celui  de  CF;  or, 
P>  <2  >  r,  sont  en  ligne  droite  :  donc  les  diago- 
nales AD,  BE,  CF,  passent  le  même  point 
0.  c.q.  f.d. 

Dans  la Jigure  85  (  a  ) ,  les  points  e  ,/s'étant 
rapproches  ,  confondus  ,  le  sixième  côté  est 
Remplacé  par  la  tangente  en  ce  point;  et  les 
deux  propriétés  ont  encore  lieu,  en  ayant 
égard  à  la  modification  que  subit  le  polygone  ; 
en  85  (  b  ) ,  les  points  e ,  f ,  et  c ,  d ,  se  con- 
fondent ;  et  en  85  [c) ,  les  points  a ,  b  ;  c ,  d  ;  e ,/, 
se  sont  réunis  ;  et  l'hexagone  est  remplacé  par 

eux  Sangles ,  inscrits  et  circonscrits. 

Par  six  points  ,  on  peut  faire  passer  6o  hexa- 
gones différens  (70)  ;  chacun  fournit  un  groupe 

e  trois  points  situés  en  ligne  droite;  mais 
°n  nauva  pas    180  points  différens;  car 

19 
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plusieurs  de  ces  droites  passent  par  les  mêmes 
points. 

Ainsi,  dans  la  figure  85  bis  ,  de  quelque 
manière  qu'on  place  Jes  lettres  et  qu'on  varie 
la  construction  ,  les  points  de  concours  de  i , 
4  et  2 ,  5 ,  seront  toujours  situés  sur  la  tan- 
gente au  point  F  ;  car  par  le  même  point  ne 
passe  qu'une  seule  tangente. 

6°  Trois  droites  formant  un  faisceau  har- 
monique ,  et  allant  dans  le  même  sens ,  dési- 
gnez par    a  l'angle  de  la  ire  droite  avec  la  2% 

b  2e  3e, 

C  3*  4f- 

On  a  toujours 

sin.  a sin.£s=ssin.6sin.(<x 
et  lâ  réciproque  a  lieu. 

7°  Par  m,  points  situés  sur  un  même  plan , 
on  peut  faire  passer 

■  — •  -  —6  .4  »5  m — 1 

2 

polygones  difFérens:  il  n'y  en  a  qu'un  seul  qui 
soit  convexe. 

En  effet,  désignons  les  points  par  la  suite  des 
nombres  naturels  1. 2. 3...  m,  on  peut  concevoir 
que  tous  les  polygones 


ir 

P 

1 

permutations;  mais  il  y  a  toujours  deux  per- 
mutations qui  donnent  le  même  polygone; 
par  exemple ,  les  deux  permutations  1. 2.0...  m 
et  1 .  m.  tn  —  1 . .  * . . .  3.  2  donnent  le  même 
polygone  ;  donc ,  etc. , 

8°  F  étant  un  nombre  de  polygones  tracés 
sur  un  plan  et  formant  un  ensemble ,  comme 
les  carrés  et  les  hexagones  sur  les  parquets} 
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S  étant  le  nombre  des  sommets ,  A I  e  nombre 
des  côtés  ;  on  a  toujours 

S  +  F  =  A+i. 

Cette  remarque  est  due  à  M.  Cauchy ,  membre 
de  l'Académie  des  Sciences. 

90  Entre  tous  les  triangles  de  même  péri- 
mètre et  ayant  un  côté  donné,  le  triangle  de 
plus  grande  aire,  le  triangle  maximum,  est 
celui  dans  lequel  les  deux  côtés  non  déter- 
minés sont  égaux. 

io°  Entre  tous  les  polygones  qui  sont  iso> 
périmètres ,  c'est-à-dire  qui  ont  des  périmètres 
égaux  et  d'un  même  nombre  de  côtes  >  celui-là 
est  un  maximum  qui  a  ses  côtés  égaux. 

ii°  Entre  tous  les  trapèzes  de  mêmes  bases 
et  de  même  hauteur  ,  celui-là  a  le  moindre  pé- 
rimètre, où  la  droite  qui  ioint  les  milieux  des 
bases  leur  est  perpendiculaire. 

i2°  Entre  tous  les  triangles  de  même  base, 
et  ayant  leurs  sommets  sur  une  même  droite , 
celui-là  a  le  plus  petit  périmètre  dont  les  côtés 
indéterminés  forment  des  angles  égaux  avec  la 
droite. 

i3°  De  tous  les  polygones  qu'on  peut  former 
avec  des  côtés  donnés,  celui  qu'on  peut  inscrire 
dans  un  cercle  a  le  maximum  d'aire. 

i4°  L'aire  du  cercle  est  plus  grande  que 
celle  d'un  polygone  de  même  périmètre  que 
la  circonférence  du  cercle. 

i5°  Le  périmètre  de  la  circonférence  d'un 
cercle  est  plus  petit  que  le  périmètre  d'un 
polygone  de  même  airo  que  le  cercle. 

160  Le  cercle  a  une  plus  grande  aire  qu'une 
courbe  convexe  fermée  de  même  périmètre  que 
la  circonférence. 
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170  Si  par  un  point  pris  arbitrairement  dajis 
l'intérieur  d'un  triangle  ,  on  mène  des  pa- 
rallèles à  ses  trois  côtés,  ces  droites  divisent 
le  triangle  en  six  compartimens  ;  savoir , 
trois  parallélogrammes  ,  et  trois  triangles  ; 
le  produit  des  aires  des  parallélogrammes 
contient  huit  fois  le  produit  des  aires  des 
triangles, 

180  Si  dans  l'intérieur  d'un  quadrilatère 
convexe  on  décrit  quatre  cercles,  touchant 
respectivement  trois  côtés ,  les  quatre  centres 
sont  sur  une  même  circonférence. 

190  Un  polygone  de  n  côté  est  déterminé 
au  moyen  de  m — 3  relations  indépendantes 
entre  les  côtés  et  les  angles. 

De  la  génération  des  surfaces  par  des  droites. 

368.  Un  point  qui  se  meut  d'une  manière 
quelconque  trace  dans  l'espace  une  ligne  dont 
la  forme  varie  avec  la  nature  du  mouvement. 
Lorsqu'une  ligne  se  meut  dans  l'espace ,  chacun 
de  ses  points  trace  une  ligne ,  et  l'ensemble  de 
ces  lignes  forme  une  surface ,  trace  de  la  ligne 
dans  l'espace;  et  on  dit  alors  que  la  surface  a 
été  engendrée  parla  ligne,  et  cette  ligne  porte 
le  nom  de  ligne  génératrice.  Nous  examinerons 
d'abord  quelques  surfaces  engendrées  par  la 
ligne  droite. 

36g.  (Fig.  86.  )  Si  l'on  fait  tourner  le  côté 
OL  d'un  angle  droit  LOC  autour  du  côté  OC  , 
qui  reste  fixe ,  le  côté  mobile  décrira  un  plan.  En 
effet,  soient  OA  ,  OA\  deux  positions  quelcon  - 
ques  de  la  droite  mobile ,  par  ces  deux  droites 
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od  peut  faire  passer  un  plan.  Menons  dans  ce 
plan  une  droite  OL,  divisant  L'angle  AOA'  en 
parties  égales  ;  l'angle  COL  sera  droit.  Car  il  n'y 
a  pas  de  raison  pour  que  OC  penche  plus  vers 
OL  que  vers  son  prolongement  OL/;  donc  OL 
sera  une  troisième  position  de  la  génératrice. 
Divisant  derechef  l'angle  formé  par  cette  ligne , 
et  la  droite  AL  en  parties  égales,  on  prouve 
que  cette  ligne  de  division  est  aussi  une  posi- 
tion de  la  ligne  génératrice,  et  il  est  facile  de  dé- 
montrer  que  deux  de  ces  positions  peuvent  for- 
mer un  angle  plus  petit  qu'aucun  angle  donné: 
donc  la  droite  génératrice  reste  toujours  dans 
le  même  plan. 

Cette  proposition  peut  aussi  se  démontrer 
directement.  En  effet,  soit  L  un  point  quel- 
conque situé  dans  l'intérieur  de  l'angle  AOA'; 
menez  SLT  (Prob.  LXI,  p.  i55)*,  de  ma- 
nière que  l'on  ait  SL=LT;  menez  les  droites 
CS ,  CL ,  CI  ;  or ,  L  étant  le  milieu  de  SL ,  on 
a  dans  le  triangle  SOI, 

OS»-|-OI2  =  2  SL'+aOL'  (  2*5  )  ; 
et  dans  le  triangle  CSL , 

CSa  +  CL'  =  2  SLa  +  2  CLa  ; 
et  par  soustraction 

CS*  —  OSa  +  CL» —  OI3  =  2CLa— aOL5. 

Les  triangles  COS  ,  COI,  étant  par  hypo- 
thèse rectangles  en  O ,  l'on  a 

CS>  —  OSa  =COa 

CL'  —  OV  =  CO'  ? 
donc  l'équation  ci-dessus  se  change  en  celle-ci 

2.  CO,  =  2CLi—2dL,5 
d°i  CO'==  CL'  —  OL4, 

et  CL'=  CO'+  OL1. 


'9- 
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Le  triangle  COL  est  donc  aussi  rectangle 
en  O  (  224). 

370.  De  là  on  conclut ,  i°  que  toute  droite 
OC  perpendiculaire  à  deux  droites  OA  ,  OA'  , 
menées  par  son  pied  dans  un  plan  ,  est 
perpendiculaire  à  toutes  les  droites  menées 

ar  6on  pied  dans  le  même  plan  ;  20  que  tous 
es  points  de  la  génératrice  OL  décrivent  des 
circonférences  concentriques ,  situées  dans 
un  même  plan  ,  et  ayant  pour  centre  le  pied 
de  la  perpendiculaire. 

371.  On  dit  qu'une  droite  CO  est  perpen- 
diculaire à  un  plan  lorsqu'elle  est  perpen- 
diculaire à  toutes  les  droites  ,  menées  par 
sou  pied  dans  le  plan.  Nous  donnerons  plus 
bas  la  raison  de  cette  dénomination  (p.  228); 
on  dit  aussi  que  le  plan  est  perpendiculaire  à 
la  droite. 

372.  D'un  point  donné  C  on  ne  peut  abaisser 
qu'une  seule  perpendiculaire  à  un  plan  ;  car 
si  l'on  pouvait  en  abaisser  deux  ,  en  joignant 
leurs  pieds  par  une  droite ,  on  formerait  un 
triangle  qui  aurait  deux  angles  droits  ,  ce  qui 
est  absurde. 

373.  (Fig.  86.)  D'un  point  O  situé  sur  le 
plan  PQ ,  on  ne  peut  élever  qu'une  seule  per- 
pendiculaire au  plan.  Supposons  qu'on  puisse 
en  élever  deux  ;  faisant  passer  un  plan  par 
ces  perpendiculaires  ,  il  coupera  le  plan  rQ 
suivant  une  droite  ;  par  le  même  point  O  on 
pourrait  donc,  dans  le  même  plan,  élever 
deux  perpendiculaires  à  une  droite ,  ce  qui 
est  impossible  :  donc ,  etc. 

374.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  C  à 
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un  plan  PQ  est  la  perpendiculaire  CO  , 
abaissée  de  ce  point  sur  le  plan  ;  car  toute 
autre  droite  CL  étant  une  hypotbénuse  dans 
le  triangle  rectangle  COL,  est  plus  longue 
que  CO. 

3-75.  Si  Ton  prend  OM  =s  OL  ,  on  aura 
l'oblique  CM  =  CL  ;  car  les  deux  triangles 
rectangles ,  COM  ,  COL,  sont  égaux  :  donc  les 
obliques  également  écartées  de  la  perpendi- 
culaire sont  égales ,  et  forment  avec  cette 
perpendiculaire  des  angles  égaux. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  réciproque 
a  lieu,  et  que  de  deux  obliques  inégalement 
écartées,  la  plus  écartée  est  la  plus  longue ,  et 
réciproquement. 

376.  Les  pieds  des  obliques  égales ,  étant  à 
distance  égale  du  pied  de  la  perpendiculaire  p 
sont  donc  situés  sur  une  circonférence  qui  a 
pour  centre  le  pied  de  la  perpendiculaire  ;  de 
là  découle  un  moyen  pratique  facile  d'abaisser 
d'un  point  donné  une  perpendiculaire  sur  un 
plan  ;  il  suffit»  après  avoir  pris,  à  partir  de  ce 
point,  trois  obliques  égales,  de  faire  passer 
une  circonférence  par  les  pieds  des  obliques  j 
le  centre  de  la  circonférence  est  le  pied  de  la 
perpendiculaire. 

377.  On  donne  aussi  le  nom  de  projection 
du  point  C  sur  le  plan  PQ  au  pied  O  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  ce  plan  ; 
il  suit  de  cette  définition  que  tous  les  points  si- 
tués sur  la  perpendiculaire  CO  ont  tous  pour 
projection  sur  le  plan  PQ  le  même  point  O. 
Le  plan  se  nomme  ,  en  ce  cas ,  plan  de  pro- 
jection. 
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378,  Si  on  conçoit  la  perpendiculaire  CO 
prolongée  au-dessous  du  plan  PQ,  et  si  Ton 
fait  OC'  =  OC,  les  deux  points  C  et  C  sont 
dits  être  symétriquement  placés  par  rapport 
au  plan  PQ  ;  C  est  le  point  symétrique  de  C, 
et  réciproquement.  Ainsi ,  deux  noints  symé- 
triques ont  la  même  projection  Ô  sur  le  plan 
PQ  de  symétrie. 

379.  (Fig.  86.)  Si,  dans  le  plan  PQ,  on 
mène  par  le  point  quelconque  L  une  perpen- 
diculaire SLT  à  Fécartement  OL,  elle  sera  aussi 
perpendiculaire  à  l'oblique  CL.  En  effet,  me- 
nez C  A,  G  A' faisant  des  angles  égaux  LOA,  LOA' 
avec  Técartement  OL ,  les  triangles  rectangles 
OLS  ,  OLT,  sont  égaux,  comme  ayant  un  côté 
commun  OL ,  adjacent  à  deux  angles  égaux  : 
donc  OS  =  OT,  et  LS  =  LT,  et  par  conséquent 
les  deux  triangles  l'ectansles   COT  et  COS 
sont  égaux,  et  1  on  a  CS  =  CT;  mais  les  trian- 
gles CLT,  CLS,  ont  le  côté    CL  en  com- 
mun, et  deux  autres  côtés  égaux  chacun  à  cha- 
cun ;  ils  sont  égaux  :  donc  l'angle  CLT  est  égal 
à  son  adjacent  CLS  ,  c.  q.  f.  d.;  et  réciproque- 
ment ;  si  la  droite  SLT  est  perpendiculaire  à 
l'oblique  CL,  elle  sera  aussi  perpendiculaire  à 
son  écartement. 

L'écartement  OL,  perpendiculaire  à  la  fois  à 
CO  et  à  ST,  est  le  plus  court  chemin  entre  ces 
deux  droites  ;  ce  qui  est  facile  à  voir.  Le^  droites 
OC,LS,  étant  prolongées  à  l'infini ,  ne  peuvent 
jamais  se  rencontrer,  et  toutefois  elles  ne  sont 
pas  parallèles ,  parce  qu'elles  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan. 

OL  est  la  projection  de  la  droite  GTS  sur 
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la  droite  LOL';  si  de  tous  les  points  de  la 
droite  CI  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur 
Ja  droite  LOL',  l'ensemble  de  ces  perpendicu- 
laires forme  une  surface  qu'on  nomme parabo- 
loïde  ;  cette  surface  est  infinie*  Car ,  on  peut 
concevoir  les  droites  CT,  LO  ,  prolongées  à 
l'infini. 

38o.  (Fig*  86.)  Si  par  la  perpendiculaire 
CO  et  l'oblique  CL  on  fait  passer  un  plan,  il 
sera  perpendiculaire  à  la  droite  ST  ;  car  cette 
ligne  est  à  la  fois  perpendiculaire  aux  deux 
droites  LC,  LO  menées  par  son  pied  dans  le  plan 
COL  (370),  et  TL  est  perpendiculaire  aux 
droites  menées  par  L  dans  le  plan  OLC;  de  là 
on  conclut  que  si  par  le  point  L  on  mène 
une  parallèle  à  CO  perpendiculaire  sur  PQ , 
cette  parallèle  sera  aussi  perpendiculaire  sur 
le  plan  PQ.  En  effet,  cette  parallèle  est,  par 
définition ,  dans  le  plan  COL  ;  et  comme  elle 
passe  par  le  point  L,  il  s'ensuit  que  LT  est  per- 
pendiculaire à  cette  parallèle,  et  réciproque- 
ment ;  mais  cette  parallèle  est  aussi  perpendi- 
culaire à  OL  ;  elle  est  donc  à  la  fois  perpendi- 
culaire sur  deux  droites  LO,  LT,  qui  passeat 
iàv  son  pied,  et  par  conséquent  elle  est  per- 
pendiculaire au  plan  PQ. 

38 1.  De  là  il  suit  que  deux  perpendiculaires 
sur  un  même  plan  sont  parallèles  ;  car ,  si  elles 
n'étaient  pas  parallèles ,  par  le  pied  de  la  pre- 
mière ,  on  pourrait  mener  une  parallèle  à  la 
seconde,  qui  serait  aussi  perpendiculaire  au 
plan  (38o)  ;  mais  cette  troisième  perpendicu- 
laire passe  par  le  même  point  que  la  première , 
ce  qui  est  absurde  (  373  )  ;  donc  ,  etc. 

lit  donc  aussi,  réciproquement ,  un  plan  per- 
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pendiculaire  à  une  droite  est  aussi  perpen- 
diculaire à  sa  parallèle,  et  lorsqu'un  plan  est 
perpendiculaire  à  deux  droites ,  elles  sont  né- 
cessairement parallèles. 

382,  Deux  droites  parallèles  à  une  troisième 
sont  parallèles  entre  elles;  cette  proposition  a 
déjà  été  démontrée  lorsque  les  droites  sont 
dans  un  même  plan  (54)  ;  mais  lorsqu'elles  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan  ,  concevons  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  troisième  droite:  il  sera 
à  la  fois  perpendiculaire  sur  les  deux  autres  : 
donc  celles-ci  sont  parallèles  entre  elles.  De  là 
il  suit  qu'une  droite  engendre  un  plan  ,  lors- 
qu'elle se  meut  parallèlement  à  elle-même  le 
long  d'une  droite  donnée. 

383.  Si  de  trois  points  situés  en  ligne  droite 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  un  plan, 
i°  les  trois  perpendiculaires  sont  dans  un 
même  plan  ;  2*  leurs  trois  pieds  ou  les  trois 
projections  des  points  sont  sur  une  même 
droite.  Car  les  trois  perpendiculaires  étant 
parallèles  (38i),  on  peut  toujours  mener 
un  plan  par  la  première  et  la  seconde ,  un 
autre  par  celle-ci  et  la  troisième,  mais  ces  deux 
plans  ont ,  en  commun ,  la  seconde  per- 
pendiculaire et  la  droite  donnée  :  ils  ne  forment 
donc  qu'un  seul  et  même  plan;  or  les  pro- 
jections des  points  sont  situées  dans  ce  plan  j 
et  sur  celui  de  projection  :  ils  sont  donc  dans 
l'intersection  des  deux  plans  :  ils  sont  donc 
en  ligne  droite. 

Tous  les  points  de  la  droite  CL(Fig.  86)  ont 
donc  leurs  projections  situées  sur  la  même 
droi  te  OL  ;  cette  droite  OL  est  dite  la  vrojection 
de  CL  sur  OL.  Ainsi,  la  projection  d  unedroite 
sur  un  plan ,  c'est  la  droite  qui  passe  par  le* 
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pieds  de  toutes  les  perpendiculaires  abaissées 
des  points  de  la  droite  sur  le  plan. 

Lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan, 
sa  projection  se  réduit  à  un  point. 

La  projection  d'une  portion  de  droite  non 
parallèle  au  plan  est  donc  plus  petite  que  cette 
droite;  de  là  on  démontre  facilement  que  la 
projection  du  périmètre  d'un  polygone  est 
plus  petite  que  ce  périmètre;  il  en  est  de 
même  lorsque  le  polygone  devient  une  ligne 
courbe. 

384*  (  Fig.  86.  )  Si  trois  points  G ,  K ,  L , 
sont  situés  en  liane  droite,  les  trois  points  sy- 
métriques sont  G  ,K',  L,  et  sont  aussi  en  ligne 
droite  5  car ,  en  faisant  tourner  le  triangle  COL 
sur  OL  comme  charnière ,  il  est  évident  que 
CO  s'applique  sur  C'O ,  IK  sur  IK',  etc.  ;  donc 
les  points  G',  K',  L  sont  aussi  en  ligne  droite. 
Il  suit  de  là,  i°  que  toute  droite  CL  a  pour 
symétrique  une  droite  CL  ;  20  que  ces  deux 
droites  sont  égales;  3°  qu'elles  sont  également 
inclinées  sur  leur  commune  projection  OL. 

385.  {Fig.  87.)  L'angle  CLO  que  fait  la 
droite  CL  avec  sa  projection  OL  sur  le  plan 
PQ  est  plus  petit  que  tout  autre  angle  CLN  , 
qu'elle  fait  avec  une  droite  LN  menée  dans  le 
plan  PQ.  En  effet ,  prenez  LO  ,  égal  à  LN ,  et 
soit  mené  CN  ,  les  triangles  CLN ,  CLO  ont  le 
côté  CL  en  commun;  le  côté  OL  est  égal  à 
LN  et  CN>  CO  (374)  :  donc  l'angle  CLN  est 
plus  grand  que  CLO. 

L'angle  aigu  CLO  est  donc  le  minimum  des 
angles  que  fait  l'oblique  CL  avec  les  droites 
menées  par  son  pied  aans  le  plan.  Il  est  évi- 
dent que  l'angle  obtus  adjacent  CLS  est  le 
maximum  de  ces  angles. 
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386  On  nomme  angle  dune  droite  avec 
un  plan  celui  qu'elle  forme  avec  sa  projection 
sur  ce  plan;  il  est  le  même  que  l'angle  mini- 
mum. Cet  angle  est  nul  lorsque  la  droite  est 
dans  le  plan  ;  il  est  de  go°  lorsque  la  droite  est 
perpendiculaire  au  plan,  et  c'est  ce  qui  a 
donné  lieu  à  cette  dénomination. 

Une  droite  et  sa  symétrique  sont  également 
inclinées  sur  le  plan  de  symétrie. 

387.  {Fig.  88.)  Si  une  droite  AB  située  hors 
du  plan  PQ  est  parallèle  à  CD  située  dans 
ce  plan,  AB  ne  pourra  jamais  rencontrer  le 
plan  PQ  à  quelque  distance  qu'on  l'imagine 
prolongé.  En  effet ,  AB  et  CD  étant  dans  le 
même  plan ,  le  point  d'intersection  ,  s'il  existe  , 
doit  se  trouver  dans  ce  plan  et  dans  le  plan 
PQ  :  il  est  donc  dans  l'intersection  CD  de  ces 
deux  plans.  La  ligne  AB  rencontrerait  sa  pa- 
rallèle CD ,  ce  qui  est  impossible  :  donc  cette 
intersection  du  plan  et  de  la  droite  AB  n'existe 
pas.  On  dit  alors  que  la  droite  est  parallèle 
au  plan  y  et  vice  versa. 

S88.  (Fig.  88.)  Si  une  droite  AB  étant  pa- 
rallèle au  plan  PQ,  on  mène  par  cette  droite 
un  plan  quelconque  ABCD,  l'intersection  CD 
des  deux  plans  sera  parallèle  à  la  droite;  car 
elle  ne  peut  la  couper  sans  que  AB  ne  rencontre 
le  plan;  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

389.  Si  par  deux  droites  parallèles  on  lait 
passer  deux  plans  qui  se  coupent,  l'intersec- 
tion sera  parallèle  aux  droites.  En  effet,  par 
un  point  quelconque  pris  sur  l'intersection 
commune,  concevons  une  parallèle  à  la  pre- 
mière droite  :  elle  sera  située  dans  le  premier 
plan  ;  mais  comme  elle  est  aussi  parallèle  à  la 
deuxième  droite  (382) ,  elle  se  trouvera  aussi 
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dans  le  deuxième  plan.  Elle  se  confond  donc 
avec  l'intersection  commune. 

390.  (  Fig.  88.  )  CD,  CK ,  étant  deux  droites 
situées  dans  le  plan  PQ,  et  AB,  AL  ,  deux 
droites  hors  de  ce  plan ,  AB  étant  parallèle  à 
CD,  et  AL  à  CK,  le  plan  LAB  ne  pourra  ja- 
mais rencontrer  le  plan  PQ,àquelque  distance 
qu'on  les  prolonge  ,  et  ces  deux  plans  sont  dits 
être  parallèles.  En  effet,  l'intersection  des  deux 
plans,  si  elle  existait,  devrait  être  parallèle  à  la 
fois  à  CK  et  à  CD  (389) ,  ce  qui  est  impossible. 

391.  Les  angles  LAB ,  KCD  formés  par  des 
côtés  parallèles,  chacun  à  chacun,  sont 
égaux  s'ils  sont  tournés  dans  le  même  sens  ,  ou 
bien  supplémentaires  s'ils  sont  tournés  en  sens 
opposé.  JPrenez  AL  =  CK;  AB  =  CD;  si  on 
mène  les  droites  AC,  LK,  la  figure  ACLR 
sera  un  parallélogramme ,  et  parla  même  raison 
la  figure  ABCD  est  aussi  un  parallélogramme  ; 
KL  et  DB  étant  parallèles  à  AC  sont  parallèles , 
de  plus  elles  sont  égales:  donc  la  figure  BLKD 
est  aussi  un  parallélogramme,  et  BL  =  DK. 
Par  conséquent  les  triangles  LAB ,  KCD ,  sont 
équilatéraux  entre  eux  et  égaux  :  donc  l'angle 
LAB = KCD. 

392.  Les  droites  CD ,  AL ,  n'étant  pas  dans 
un  même  plan,  si  par  un  point  C  pris  sur 
la  première  on  mène  une  parallèle  CK  à  la  se- 
conde, et  que  par  un  point  A  de  celle-ci  on 
mène  une  parallèle  AL  à  la  première,  les  deux 
angles  LAB,  KCD,  sont  constamment  égaux, 

Ïuelque  part  que  l'on  prenne  les  points  C  et  A. 
l'est  cet  angle  constant  qui  mesure  l'inclinaison 
de  deux  droites  qui  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan  j  ou  obtient  aussi  cet  angle  en  menant  par 
un  point  quelconque  de  l'espace  une  parallèle 

20 
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à  chacune  de  ces  droites.  Ainsi ,  dans  la fig.  86 ,  1 
les  deux  droites  CO,  TS,  sont  deux  droites  per- 
pendiculaires. On  conclut  de  ceci  que  deux 
droites  parallèles  sont  également  inclinées  sur 
une  troisième  droite  située  hors  de  leur 
plan  ;  mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu.  On 
démontre  facilement  que  par  deux  droites, 
non  situées  dans  un  même  plan ,  on  ne  peut 
mener  qu'un  seul  système  de  deux  plans  paral- 
lèles. (Voir  Note  1 4.) 

393.  Deux  plans  parallèles  étant  coupés  par 

un  troisième ,  les  intersections  sont  parallèles , 
car  si  elles  se  rencontraient,  les  plans  se  rencon- 
treraient ;  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

394.  {Fig^  88.)  De  là  on  déduit  que  lorsque 
deux  droites  AL,  CK,  sont  parallèles,  leurs 
projections  AB,  CD,  sur  le  plan  PQ  sont  aussi 
parallèles.  En  effet,  soient  B  la  projection  du 
point  L,  et  D  celle  du  point  K;  LB  et  KD, 
perpendiculaires  au  plan  PQ  ,  sont  parallèles  ; 
AL  et  CK  sont  aussi  parallèles  par  hypothèse  : 
donc  les  plans  LAB ,  KCD  ,  sont  parallèles 
(390).  Or,  AB  et  CD  sont  les  intersections 
de  ces  plans  avec  le  plan  PQ  :  donc  elles  sont 
parallèles  (  3g3  ). 

395.  Les  inclinaisons  LAB  ,  KCD,  des  deux 
droites  parallèles  sur  un  plan  sont  donc  égales  {  ; 
la  réciproque  de  cette  proposition  n'a  pas  lieu. 

396.  Il  est  facile  aussi  de  démontrer  que  les 
symétriques  des  deux  droites  parallèles  sont 
aussi  parallèles  entre  elles. 

397.  Toutes  les  droites  [fig.  88  b,  Pl.  Y) 
qui  partent  d'un  même  point  S  sont  coupées 
proportionnellement  par  des  plans  parallèles 
PQ,  SR  ;  car  AB  et  A'B'  étant  parallèles ,  l'on 
a  SA  :  SB'  :  s  SB  :  SB' ,  etc. 
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3q8.  Réciproquement,  si  les  points  A,  B, 
C,  D,  étant  dans  un  même  plan  ,  on  prolonge 
proportionnellement  les  ligues  SA,  SB  ,  SC, 
SD,  les  points  A',  B',  G ,  D'  seront  dans  un 
même  plan  parallèle  au  plan  ABGD. 

Angles  dièdres. 

^99-  (-Fig*  89.)  Si  le  plan  LMAB  tourne 
autour  de  l'axe  fixe  AB,  chacun  des  points 
du  plan  décrira  un  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  Taxe  fixe,  qu'il  coupe  en  un 
point ,  qui  est  le  centre  du  cercle  (  370  ) ,  et 
tous  les  points  L ,  M ,  situés  sur  des  droites 
parallèles  à  Taxe  décrivent  des  cercles  égaux.  - 
Supposons  le  plan  parvenu  dans  la  position 
L'BAM',  on  aura  BL'  parallèle  à  AM',  et  l'an- 
gle L'BL  égal  à  l'angle  M'AM  (3gi  ) ,  et  l'arc 
LL'  égal  à  l'arc  MM'.  On  nomme  angle  dièdre 
( dis  9  deux,  edra,  plan)  l'écartement  angu- 
laire du  plan  de  sa  première  position  ;  si  cet 
écartement  augmente  >  si  le  plan  arrive  dans 
la  position  L"ÀM"  ,  et  si  on  a  de  plus  L"  L' 
=  LL/j  il   est  évident    que  l'angle  dièdre 
LBL'MAM'  pourra  entrer  exactement  dans 
l'angle  dièdre  L'BL"M'AM"  :  ces  deux  ailles 
dièdres  sont  donc  égaux.  Si  l'arc  LL"  contenait 
trois  fois  l'arc  LL' ,  on  pourrait  placer  trois 
angles  dièdres  tels  que  Lm!  dans  l'angle  dièdre 
LM"  ;  et  en  général  les  angles  dièdres  sont  en- 
tre eux  dans^le  même  rapport  que  les  arcs  LL', 
LL",  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'angle 
dièdre  croît  proportionnellement  à  l'angle 
LBL" ,  formé  par  les  intersections  des  deux 
plans  avec  un  plan  perpendiculaire  à  leur 
intersection  commune. 
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4oo.  L'arc  Ll/  peut  donc  servir  de  mesure 
à  l'angle  dièdre  ;  ainsi ,  lorsque  cet  arc  est  égal 
à  un  cadran  ,  l'angle  dièdre  devient  rectangle, 
et  c'est  à  cet  angle  dièdre  qu'on  rapporte  tous 
les  autres.  Etant  donnés,  par  exemple,  deux 
plans  dont  il  s'agit  de  mesurer  l'écartement, 
on  mène  un  troisième  plan  perpendiculaire  à 
l'intersection  commune;  il  coupera  les  deux 
plans  suivant  deux  droites  ;  ce  qui  revient  à 
mener,  par  un  point  quelconque  de  l'inter- 
section, deux  perpendiculaires  à  cette  ligne 
dans  les  deux  plans  ;  supposons  que  ces  droites 
fassent  entre  elles  un  angle  de  370  ;  alors 
l'angle  dièdre  sera  de  3j0 ,  c'est-à-dire  que  cet 
angle  dièdre  est  contenu  dans  un  ansle  dièdre 
rectangle  autant  de  fois  que  3^  degrés  sont 
contenus  dans  90  degrés.  Deux  plans  sont 
perpendiculaires ,  lorsqu'ils  forment  entre 
eux  un  angle  droit. 

4o  1.  Afin  d'éviter  la  confusion,  lorsqu'elle 
peut  avoir  lieu,  on  nomme  donc  angles 
plans,  ceux  qui  sont  formés  par  deux  droi- 
tes. Les  angles  dièdres  se  mesurent  par  des 
angles  plans,  mais  ne  sont  pas  de  même  es- 
pèce que  ces  angles. 

Deux  plans  étant  suffisamment  prolongés  se 
coupent  en  formant  quatre  angles  dièdres  : 
deux  opposés  aiçus  et  deux  opposés  obtus.  11 
est  facile  de  démontrer  que,  i°  les  angles 
opposés  sont  égaux  ;  20  la  somme  des  deux 
angles  adjacens  est  égale  à  deux  angles  droits  ; 
3°  la  somme  des  quatre  angles  est  égale  à 
quatre  angles  droits. 

Et  en  général,  si,  par  une  même  droite, 
on  fait  passer  tant  de  plans  qu'on  voudra , 
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Ja  somme  des  angles  dièdres  est  toujours  égale 
à  quatre  angles  droits. 

402.  Si,  d'un  point  quelconque  ,  on  abaisse 
deux  perpendiculaires  sur  deux  plans ,  l'angle 
formé  par  les  perpendiculaires  est  le  supplé- 
ment ae  l'angle  formé  par  les  plans. 

403.  {Fig.  90.  )  Tout  plan  RS  passant  par 
une  droite  LM,  perpendiculaire  au  plan 
PQ ,  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  En  effet, 
menons  par  le  pied  L,  dans  le  plan  PQ,une 
perpendiculaire  LE  à  l'intersection  RT,  l'an- 
gle MLE  est  droit ,  et  mesure  l'inclinaison  des 
deux  plans  PQ,  RS  (4ûo)  ;  donc  ces  plans  sont 
perpendiculaires. 

4o4-  {Fig.  go.)  Le  plan  RS  éteint  perpendi- 
culaire sur  PQ ,  si  on  élève  dans  le  plan  RS 
une  perpendiculaire  LM  sur  l'intersection  RT , 
elle  sera  aussi  perpendiculaire  au  plan.  En 
effet,  menons  LE  perpendiculaire  sur  RT, 
l'angle  MLE  ,  mesurant  l'inclinaison  des  deux 
plans,  est  droit  par  hypothèse;  donc  ML  est 
à  la  fois  perpendiculaire  sur  RT  et  sur  LF; 
donc,  etc.  (369). 

405.  Dans  la  même  supposition,  si,  par  un 
point  L  de  l'intersection ,  on  élève  une  perpen- 
diculaire au  plan  PQ ,  elle  sera  dans  le  plan 
RS  ;  car  elle  doit  coïncider  avec  la  droite  ML 
perpendiculaire  sur  RT:  sans  cette  coïnci- 
dence, on  pourrait ,  par  le  même  point,  élever 
deux  perpendiculaires  sur  un  plan,  ce  qui  est 
impossible. 

406.  Deux  plans  perpendiculaires  à  un  troi- 
sième sont,  ou  parallèles,  ou  bien  se  coupent, 
suivant  une  droite  perpendiculaire  à  un  troi- 
sième plan  j  car ,  élevant ,  par  un  point  de  liu- 
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tersection,  une  perpendiculaire  à  ce  troisième 
point,  elle  devra  se  trouver  à  la  fois  dans  les 
deux  plans  perpendiculaires  (  4o5  )  ;  elle  se 
confond  donc  avec  l'intersection  commune. 

407.  {Fig.  88  a.)  Deux  plans  parallèles  RS, 
PQ  ,  étant  coupés  par  un  troisième,  on  a, 
comme  pour  des  droites  parallèles  ,  coupées  par 
une  sécante,  i°  les  angles  alternes  -  internes 
égaux;  20  les  angles  correspond  an  s  égaux  ;  3°  la 
somme  des  angles  intérieurs  égale  à  deux  an- 
gles droits:  car  les  intersections  AB  et  CD  étant 
parallèles  (3g3),  si  Ton  mène  un  quatrième  plan 
perpendiculaire  à  AB ,  il  sera  aussi  perpendi- 
culaire sur  CD  (38i  ).  Soient  IKK',  KL  ,  KL' 
les  intersections  de  ce  quatrième  plan  avec  les 
trois;  KL  et  K'L'  sont  deux  droites  paral- 
lèles, coupées  par  la  sécante  IKK';  maisIKL, 
ÎK'L'  mesurent  les  inclinaisons  du  plan  TV 
sur  RS  et  PQ  ;  donc ,  etc. 

La  réciproque  de  ces  propositions  n'a  pas 
lieu;  mais  on  en  conclut  que  deux  plans 
parallèles  à  up  troisième  sont  parallèles  entre 
eux. 

Par  un  point  donné  on  peut  mener  un 
plan  parallèle  à  un  plan  donné  ;  ce  plan  est 
unique. 

Par  un  point  donné  on  peut  toujous  mener 
un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  donnée; 
ce  plan  est  unique. 

Par  un  point  donné  on  peut  mener  une  in- 
finité de  plans  parallèles  à  une  droite  donnée. 

Par  une  droite  donnée  on  peut  toujours 
faire  passer  un  plan  perpendiculaire  à  un  plaft 
donné. 

Par  deux  droites ,  on  ne  peut  faire  passer 
que  deux  plans  parallèles. 
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Deux  droites  formant  un  angle  droit ,  on 
peut  faire  passer  par  l'une  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'autre  ;  ce  plan  est  unique. 

408.  Quatre  plans  passant  par  la  même 
droite  forment  un  faisceau  harmonique , 
lorsque  le  produit  du  sinus  de  l'angle  moyen  , 
multiplié  par  le  sinus  de  l'angle  total ,  est  égal 
aux  produits  des  sinus  des  angles  extrêmes. 
On  démontre  facilement,  comme  on  a  fait 
(23a  )  ,  que  toutes  les  droites  interceptées 
entre  ces  quatre  plans  sont  coupées  harmoni- 
quement. 

409.  D'un  point  donné  S  partent  tant  de 
droites  qu  on  voudra  ;  si  on  prend  sur  la  pre- 
mière les  segmens  SA,  AB,  BC,  en  proportion 
harmonique  ;  de  même  sur  la  seconde  les  seg- 
mens SA  ,  A'B' ,  B'C,  et  ainsi  des  autres;  si 
les  points  À,  A',  A",  A"',  sont  dans  un  plan, 
et  les  points  B  ,  B',  B",  B'",  aussi  dans  un  se- 
cond plan  :  les  points  C,  C,  C",  C",  seront  dans 
un  troisième  plan,  et  les  trois  plans  passent 
par  la  même  droite  ;  c'est  une  conséquence  im- 
médiate de  la  proposition  précédente. 

Ces  trois  plans  ,  et  le  quatrième  déterminé 
par  la  droite  d'intersection  et  le  point  S,  for- 
ment un  faisceau  harmonique. 

Angles  solides. 

4 10.  Lorsqu'on  considère  trois  plans  relati- 
vement à  leur  position  mutuelle ,  il  peut  arri- 
ver, i°  qu'ils  soient  parallèles  entre  eux,  alors 
il  n'y  a  aucune  intersection  ;  2°  que  deux  soient 
parallèles ,  alors  il  y  a  deux  droites  d'intersec- 
tions parallèles}  3°  que  les  plans  se  coupent 
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deux  à  deux,  suivant  trois  droites  parallèles; 
4°  (  Fig.  gt  )  que  les  plans  se  coupent  suivant 
trois  droites  non  parallèles,  alors  ces  trois 
droites  se  rencontrent  nécessairement  en  un 
même  point. 

L'espace  angulaire,  formé  par  les  trois  plans 
RSP,  RSQ,  PSQ  >  se  nomme  angle  solide 
trièdre  (  treis  ,  trois ,  edra  ,  plan  )  ,  et  le 
point  d'intersection  S  en  est  le  sommet ,  et 
les  lignes  SP  ,  SR  ,  SQ  ,  intersections  des 
plans ,  sont  les  côtés  de  l'angle  ;  ainsi  dans  tout 
angle  solide  trièdre  on  rencontre,  i°  un  som- 
met; 2°  trois  côtés;  3°  trois  angles  plans,  RSP, 
RSQ  ,  PSQ  ;  4°  trois  angles  dièdres  ;  savoir  : 
le  plan  RSP  sur  PSQ  ]  RSP  sur  RSQ,  et 
RSQ  sur  RSP  ;  il  faut  se  représenter  SR 
comme  étant  élevé  au-dessus  du  plan  de  la 
figure. 

• 

4n.  Si  on  prolonge  les  trois  plaus  dans 
tous  les  sens,  on  formera  huit  angles  solides, 
qui  sont  deux  à  deux  directement  opposés 
par  le  sommet  ;  ainsi  l'angle  SP'  Q'R'  est  op- 
posé ,  par  le  sommet ,  à  l'angle  SPQR.  Ces 
deux  angles  ont  les  angles  plans  et  les  an- 
gles dièdres  égaux  chacun  à  chacun,  et  ne 

{>euvent  pourtant  entrer  l'un  dans  l'autre  ,  car 
es  inclinaisons  ne  sont  pas  semblablement  dis- 
posées. Par  exemple,  l'inclinaison  de  RSQ  sur 
RSP  est  à  droite  dans  l'angle  SPRQ,  et  elle 
est  à  gauche  dans  l'angle  SP'R'Q  ;  c'est  la 
même  chose  que  si  on  portait  RSQ  en  PSR" 
et  PSR  en  R"SQ;  les  deux  angles  solides 
PSRQ,  PSR 'Q,  quoique  formés  par  des  angles 
plans  et  dièdres  égaux ,  ne  peuvent  pourtant 
se  recouvrir;  n^is  les  deux  angles  SR  P'Q' , 
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SPR"Q  sont  égaux  et  peuvent  s'appliquer  l'un 
sur  l'autre. 

{Fig.  91  bis*)  Si ,  d'un  point  quelconque  R 
pris  sur  SR  ,  on  abaisse  la  perpendiculaire  RO 
sur  le  plan  PSQ  ,  et  si  on  prolonge  cette  per- 
pendiculaire d'une  longueur  OR  égale  à  elle- 
même  ,  la  droite  SR'"  sera  la  symétrique  de 
SR ,  et  l'angle  solide  SPQR'"  aura  encore  les 
angles  plans  et  dièdres  égaux  à  ceux  de  l'angle 
SPQR  ;  mais  ils  ne  peuvent  pourtant  se  su- 
perposer. Cette  sorte  d'égalité  ,  qui  ne  permet 
pas  la  superposition  ,  se  nomme  égalité  par 
symétrie,  et  l'angle  solide  SPR"'Q  est  dit 
Y  angle  symétrique  de  Tangle  solide  SPQR; 
mais  les  trois  angles  solidesR"SPQ  ,  R'"SQP  , 
R'SP'Q'  sont  égaux  avec  superposition, 

4*2.  Soient  a,  b ,  c,  trois  angles  plans  d'un 
angle  solide  S , 

A  l'angle  dièdre  que  forme  b  avec  c  , 
B  a       c  9 

C  a    f  b. 

Si,  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  de 
l'angle  solide,  on  abaisse  trois  perpendicu- 
laires sur  les  plans  des  angles  a ,  b ,  c ,  on  aura 
les  trois  côtes  d'un  second  angle  solide  S'  : 
désignons  r>ar 

d  l'angle  formé  par  les  perpendic.  sur  b  et  c  , 

y  -  a      c  y 

cr  a  by 

&  *  y  c\ 

B'  a!     d  y 

c  af  y  y 

On  aura 

l'angle  al  suppl.  de  l'angle  A  (4°2  ) 
bf  B 
c  C 
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mais  les  trois  côtés  de  l'angle  solide  S  seront 
aussi  perpendiculaires  aux  trois  plans  de  l'an- 
gle S  (  4o6  )  ;  donc  on  aura 

a  supplément  de  À' 
b  B' 
c  C. 
L'angle  solide  S' est  dit  angle  supplémen- 
taire de  l'angle  S  :  les  angles  de  Fun  étant 
donnes ,  on  connaît  donc  aussi  les  angles  de 
l'autre. 

4i3.  Problème  XCI.  {Fig.  92.  )  Etant  don- 
nés les  angles  plans  a  ,  b  ,  c ,  d'un  angle  solide 
S ,  trouver  ,  par  une  construction  plane  ,  les 
trois  angles  dièdres  ? 

Solution.  Supposez  que  le  plan  PSR  (  a  ) 
tourne  autour  au  côté  PS  et  vienne  se  placer 
dans  le  plan  de  PSQ  (  b  ) ,  et  QSR'  (  c  )  de  mê- 
me; prenez SR  d'une  longueur  arbitraire,  et 
faites  SR'  =  SR  ;  abaissez  sur  SP,  SQ  les  per- 
pendiculaires RC  ,  R'A  ,  se  rencontrant  en 
I;  élevez  en  Iles  perpendiculaire  IL,  II/,  et 
faites  CL  =  CR 

AL'=  AR'  ; 

l'angle  LCI  sera  l'angle  C  ou  l'inclinaison  de 

a  sur  b, 

L'AI  A  ou  b  c. 

En  effet ,  on  a  ,  par  construction , 

LF  =  CL'  —  CI2  =  CR'  — *CP=  SRa  —  SP  ; 

et  de  même 

L'P = AL'  —  AP  =  AR'a  —  AP  =  SR"  —  SI2  ; 

or  SR=SR'; 
donc  IL  =  1L'. 

Faisons  tourner  les  triangles  L1C  ,  L'IA  au- 
tour de  CI  et  de  AI  ,  jusqu'à  ce  que  LI,  Lï 
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soient  perpendiculaires  au  plan  PSQ  ;  alors 
IL,  IL  ,  coïncideront,  et  l'on  aura 

SL  =  SR=SR', 
étrangle    LSC  =  RSC 

LSA  =  RSA. 

.  De  plus,  le  plan  LOI  étant  alors  perpendi- 
culaire sur  SG,  l'angle  G  mesurera  l'inclinaison 
de  a  sur  b  ;  et  ♦  par  la  même  raison  ,  l'angle  A 
mesurera  l'inclinaison  deesurfr. 

Elevez  les  perpendiculaires  RG,  R'H  sur  RS 
et  R'S  ;  faites 

BH  =  HR' 
BG  =  GR 

L'angle  GBH  ou  B  sera  l'inclinaison  de  a  sur 
c;  car,  faisant  tourner  les  triangles  SR'ft, 
SRG,  autour  de  SH  et  de  SG ,  jusqu'à  ce  que 
R'  tombe  sur  R;  dans  cette  position ,  le  plan 
GRH  est  perpendiculaire  sur  SR,et  l'angle 
GRH  =  GBH  mesure  l'inclinaison  des  deux 
plans  a  et  c. 

4i4-  Pour  que  cette  construction  soit  pos- 
sible ,  il  faut  que  Ton  ait  évidemment 

LC  ou  CR  >  CI 
L'A  ou  AR'  >  AI. 

De  là  on  conclut  qu'on  doit  avoir 

angle  CSI<  CSR 
ASI  <  ASR' , 

et  ainsi  ASI  +  CSI  =  CSA  <  CSR+  ASR'. 
Ainsi,  pour  qu'un  angle  trièdre  soit  possible, 
il  faut  que  le  plus  grand  angle  plan  soit  pjus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres  ;  que  l'on 
ait  6  <ta+  c. 
4i5.  Les  triangles  LCI ,  L'AI  donnent 
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LI     LI  SRsia.a 

SUl  '    ~CL~~CR~  LÏ 

.    .     LI    L'1  L'I 
sin.  A  = 


d'où 


AL'~AR'~  SR'sin.  c' 

■ 

sin.  G     sin.  c 


sin.  A  sin.  a 
Ainsi ,  dans  un  angle  trièdre  ,  les  sinus  des 
angles  plans  sont  entre  eux  comme  les  sinus  des 
angles  dièdres  opposés ,  et  de  là  on  conclut  , 
i°  qu'au  plus  grand  angle  dièdre  est  opposé  le 
plus  grand  an^le  plan ,  et  vice  versa  ;  2°  que 
lorsque  les  angles  plans  sont  égaux ,  les  angles 
dièdres  opposés  sont  égaux,  et  vice  versa; 
3°  lorsque  deux  angles  trièdres  ont  les  angles 
plans  égaux  chacun  à  chacun  ,  et  également 
disposés  ,  ils  sont  égaux  et  superposâmes. 

4i6.  Problème  XC1I.  Etant  donnés  les  trois 
angles  dièdres  A,  B,  C  ,  d'un  angle  trièdre  , 
trouver  les  angles  plans  par  une  construction 
plane? 

Solution.  Soient  a,  b,  c ,  les  angles  plans 
cherchés;  dans  l'angle  solide  supplémentaire, 
vous  connaissez  les  trois  angles  plans  a\  b\  d\ 
car  a'=  i8o°  —  A,  b'=  1 8o°  — B,  d—  i8o°  —  G 
(4i2),  d'après  le  problème  précédent,  cher- 
chez les  trois  angles  dièdres  A' ,  B' ,  C' ,  et  vous 
aurez  a  =  i8o°  —  A' ,  b  =  i8o°  — B',  c  = 
i8o° —  C';  ce  qu'il  fallait  trouver. 

417-  Dans  le  triangle  supplémentaire ,  Ton  a 

a!  <  V  +  d  ; 
d'où  180°  —  A  <  1800  —  B  +  1800  —  C 

1800  —  A  <  36o°  —  B  —  C  ; 
d'où      B  +  C<  i8o°+A. 
Ainsi ,  dans  un  angle  trièdre  ,  la  somme  des 
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deux  angles  dièdres  est  toujours  plus  petite 
que  le  troisième  angle  dièdre  augmenté  de  i8o°. 
On  a  aussi    A  +  C  <  1800  +  B 

A+B<  i8o°  +  C; 
ajoutant  les  inégalités  ,  il  vient 

2  A+2B  +  ^C<3  .  i8o°  +  A+B  +  G  ; 
d'où    A+B  +  C<3.  i8o°. 

Donc  dans  un  angle  trièdre ,  la  somme  de 
trois  angles  dièdres  est  toujours  plus  petite 
que  six  angles  droits. 

4i8.  On  conclut  du  problème  précédent, 
que  deux  angles  trièdres  sont  égaux  et  super- 
posables,  lorsqu'ils  ont  les  angles  dièdres 
égaux  chacun  à  chacun  ,  et  également  disposés. 

419-  Problème  XCIII.  (Fig.  92.)  Etant 
donnés  les  angles  plans  a,  b,  et  l'angle  dièdre 
compris  G  ,  trouver  l'angle  c  ? 

Solution.  De  R  rabattu  dans  le  plan  b , 
abaissez  la  perpendiculaire  RCI  ;  faites  en 
C  l'angle  ICL  égal  à  l'angle  donné  G,  et 
prenez  CL  =  CR;  abaissez  la  perpendiculaire 
JLI  ;  du  point  I  ainsi  déterminé ,  abaissez  la 
perpendiculaire  IAR'  sur  SA ,  et  élevez  sur 
I A  la  perpendiculaire  IL'  égale  à  IL  ;  portez 
AL'  de  A  en  R'  ;  menez  SR'  ;  l'angle  R'SA  sera 
l'angle  cherché  c. 

Pour  comprendre  cette  solution,  il  suffit  de 
relire  celle  du  problème  (4*3). 

4^0.  Problème  XCIV.  Etant  donnés  les 
deux  angles  dièdres  A  et  B ,  et  l'angle  plan  c 
qui  leur  est  commun ,  construire  l'angle  C  ? 

Solution.  Au  moyen  du  triangle  supplémen- 
taire. 

4^i.  On  voit  qu'on  peut  résoudre  sur  les 
angles  trièdres,  les  problèmes   analogues  à 

ai 
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ceux  dont  les  triangles  sont  l'objet  ;  et  trois 
quelconques  des  six  angles  font  connaître  les 
trois  autres  ;  on  peut  aussi  leur  appliquer  les 
mêmes  procédés  de  calcul;  et  c'est  ce  qui 
donne  lieu  à  une  trigonométrie  qu'on  pourrait 
appeler  solide  pour  la  distinguer  de  la  trigo- 
nométrie plane,"  mais  elle  a  été  nommée  trigo- 
nométrie sphèrique ,  pour  des  motifs  que  nous 
exposerons  plus  bas.  Ici,  nous  donnerons  suc- 
cinctement les  principales  formules  de  cette 
trigonométrie ,  et  a  l'instar  d'Euler  nous  nous 
servirons  pour  cet  effet  de  la  construction 
que  nous  avons  faite  pour  trouver  l'angle  B 
(page  239);  pour  plus  de  simplicité,  nous 
supposons  que  SR=ï; 
alors  GB  =  RG  —  tang.  a 

BH=ssHR'a=  tang.c 

SGa=séc.  a 

SH=séc.  0 

Or,  Ton  a  (prop.  LXIX,  page  190)  dans  les 
triangles  GSH  et  GBH, 

GH>  =  SG' + SH'  —  2  SG .  SH  cos.  GSH 
GHa  =  GB'  +BHJ  — a  GB .  BH.  cos.  GBH  ; 
d'où  SG'+SH'      SG .  SH  cos.  GSH= 
=  GB' + BH*  -,  2  GB  .  BH  cos,  GBH  $ 

ou  bien 

séc'  a  +  séc.'c —  2  séc.  #séc.  ccos.  bsz 
=  tang.  'a+tang.  'c — 2  tang.  a  tang.  ccos.B  ; 

mais  séc. 2 a  —  tang.3  a  =  1 

séc. a  c  —  tang. 3  c  =  î  j 
transposant  et  réduisant,  il  vient 
2  séc.  a  séc.  ccos.  b  =  2  +  2  tang.  a  tang.  ccos.B 

cos.  b  sin.  a  sin.  c  n 

 =  1  H  cos,  B  : 

cos.  a  cos.  c  cos.  a  cos.  c 

d'où 
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cos.  6  =  cos.  acos.c+sin.  asin.ccos.B(i)  ; 
on  a  de  même 

cos.  c  =  cos.  b  cos.  *z  +  sin.  b  sin.  acos.  C  (2) 
cos-  a  =  cos.  c  cos.£+sin.  c  sin.  b  cos.  A  (3). 

Connaissant  trois  de  ces  six  angles  que  Ton 
considère  dans  un  angle  trièdre?,  on  peut,  à 
l'aide  de  ces  formules,  calculer  les  trois  autres. 

Appliquant  ces  formules  au  triangle  supplé- 
mentaire ,  Ton  a  b1  =  1800 —  B , 
et  par  conséquent          cos.  V  —  —  cos.  B  ; 
et  ainsi  des  autres  angles  sin.  V  =  sin.  B. 

Substituant  ces  valeurs  ,  dans  ces  formules, 
l'on  aura 

cos ,  B  =  sin.  A  sin.  C  cos.  b  — cos.  A  cos.  C(4)} 
cos.  C  =  sin.  B  sin.  Acos.  c — sin.  Asin.  B(5)  >N. 
cos.  A=sin.Bsin.Ccos.  a — sin.Bsin.  C(6)J 

Ces  trois  dernières  formules  peuvent  aussi 
servir  à  calculer  numériquement  toutes  les 
questions  de  la  trigonométrie  sphérique. 

Mais  il  s'agit  de  rendre  ces  six  formules 
propres  aux  calculs  par  logarithmes. 

4*2.  Problème  XCV.  Exemples.  Etant 
donnés  les  angles  plans  a,  b9  c,  calculer 
l'angle  dièdre  B? 

La  formule  (1)  donne 

_     cos.  b     cos.  a  cos.  c 

COS.  B  =  ;  :  :  -  : 

sin.  a  sin.  c 
d'où        1  —  cos.  B  =  a  sin.a  \  B  = 

sin.  a  sin.  c+cos.  a  cos.  c  —  cos.  b 

sin.  asin.  c 
 cos.  (a — c)  —  cos.  b 

sin.  asin.  c 
1  sin.  \{a —  c+b)  sin.  \  (b+c  —  a) 


sin.  a  sin.  c 

Table  8  )  ; 


(  voir 
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,ti    sin.f(tf+& — c)s\n.{{b  +  c —  a) 

Sin.3  £B  =  :  :  . 

sin.  a  sin.  c 
Faisons  a+b  +  c  =  2  S  ,  il  vient 

_     sin, (S — <z)sin.(S —  c) 

sin.  a  sin.  c 

.     B  ^      \    /  sin. (S  —  #)sin.  (S  —  c) 

sin.  -d  =  \/  1   . 

y  sin.  a  sin.  c 

S  up  posons     a  =  b  =  c  =  6o°  ; 
alors  S  =  900 

S  — a=  3o° 

S  —  c  =  3o°  ; 

,  r>     %   /  s*n-  3oa     sin.  3o 

sin.  7  B  =  %  /  —  — — == 

y     sin.  602     sm.  60 


sin.3o° 


=  7  séc.  3o°  ; 


2sin.3o°cos.3o°     2  cos.  3o° 

sin.  ^B  =  0,5773502 
fB  =  35M5' 
B  =  7o°.3o'; 

ou  par  logarithmes 

log.  sin.  7  B  =  log.  séc.  3o°  — r  log.  2 

log.  séc.  3o°  =  0,0)624^94 
log.  2  =o,3oio3oo 

log.  séc.  f  B  =  0,76 14394 — 1  = 

=  log.  sin.  35°.  i5\  32" 

B  =  70°.3i'  .44"  =C=  A;  cos.  B  =  |  ; 

_     cos.  6o°  — cos.a6o°     ±  —  f 

car  cos.  B  =  : — —  =  r  =  i- 

sin. 2  00  1 — ~ 

On  trouve  encore 


cos 


\   /  sin.  S  sin.  (S  —  b) 
•  7     =  \  /   :  —  } 

V  sm.asia.c 
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et  par  conséquent 

sid  .  f  B  cos  7  B  =  •  = 


V/  sin.  S  sin.  (S — b)  sin.  (S — c) 

■  _  ^  • 

sin.  # sin.  c  ' 

aVS(S-a)S-ft)(S-C) 

sin.  15  =  :  :   ; 

sin.  a  sm.  c 

de  là  on  peut  conclure  encore  que  les  sinus  des 
angles  plans  sont  proportionnels  aux  sinus  des 
angles  dièdres  opposés  (page  240). 

4^3.  Traitant  de  même  l'équation  (  4  )  , 
p.  243 ,  on  en  tire 

cos.  HA+B + C  )  cos.  H  A+  C— B) 

sin.   :  —  . 

sm.  A  sin.  lj 

Or,        A+C<i8o°+B  (4i7), 
d'où       A+C— B<  1800, 

H  A+C— B)<90°: 

donc       cos.  7  (A-[~C — B)  est  positif. 

Il  faut  donc  que  cos.  j(A-4-B4-C)  soi  t  né- 
gatif j  ou  que  Ton  ait  \  (  A-t-B-J-C)>  900: 

ou  A-f  B  +  C>i8o°. 

Ainsi ,  dans  un  angle  trièdre,  la  somme  des 
angles  dièdres  est  plus  grande  que  deux  angles 
droits,  et  moindre  que  six  (page  241  )• 

Faisons  A  +  B  -f-  C  =  2S' ,  il  vient 

.      \  /      cos.  S' cos.  (  S'- — B) 

sm.  \b—\/  . — v   • — p  f 

y  sin-  A  sin.  Li 

,     %    / cos.  (S' — A) cos.  (S' — C) 

COS.  \b—\/  :  7— :   î 

*         y  sin.  A  sin.  G 

21* 
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.  .  V  —  cos.  S7  cos.  (  S'  —  A  )  cos.  (S'— C) 
sin.  6  =  . — ~ — ■ 

sm.  A  sin.  G 

On  peut  donc  calculer  les  angles  plans  lors- 
qu'on connaît  les  angles  dièdres. 

4^4-  Supposons  B  =  900,  alors  l'angle  s  élève 
à  un  angle  dièdre  rectangle. 

On  a  de  plus  les  équations  suivantes ,  qui 
servent  à  repondre  à  toutes  les  questions  qui 
ont  rapport  aux  trièdres  rectangles  : 
cos.  B  =0 , 

cos.  b  as  cos.  a  cos.  c  s  tang,  À  tang.  C , 
sin.  a    sin.  c      .  . 

-:  7=-: — 77  =  sm.  b, 

sin.  A     sin.  G 

tang.  c  tang.  a 


tang.  b 


■  ■  ■ .  rrrr  m 


sin.  G  cos.  a     sin.  A  cos.  c* 

4^5.  [Fig.  9a.)  On  peut  toujours  décom- 
poser un  an^le  trièdre  en  deux  angles  trièdres 
rectangles.  Èn  effet,  supposons  que  les  angles 
RSP,  R'SQ ,  soient  dans  leur  position  vérita- 
ble où  elles  forment  un  angle  solide  avecPSQ  : 
alors  la  lisçne  SI  sera  la  projection  de  SR 
ou  SR'  i  et  le  plan  passant  par  SI ,  et  SR  étant 
perpendiculaire  au  plan  PSQ ,  divise  l'angle 
trièdre  en  deux  angles  trièdres  rectangles  ,  sa- 
voir :  SIR'Q  et  S1RP.  A  l'aide  de  cette  décom- 
position ,  il  est  facile  de  calculer  tous  les  an- 
gles de  l'angle  trièdre  lorsqu'on  connaît  deux 
angles  plans  et  l'angle  dièdre  compris,  ainsi 
qu  on  a  opéré  pour  le  même  cas  dans  les  trian- 
gles (page  190  );et  à  l'aide  du  triangle  sup- 
pémentaire,  on  ramène  à  ce  même  problème 
celui  ou  Ton  connaît  un  angle  plan  et  deux  an- 
gles dièdres  adjacens. 
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Angles  solides  polyèdres. 

4^6.  (  Figure  g3.  )  Lorsque  quatre  plans 
PSQ,  QSR,RST,  TSP,  n'ont  qu  un  seul  point 
S  en  commun,  ils  forment  un  espace  angu- 
laire cju'on  a  désigné  sous  le  nom  de  angle  so- 
lide tétraèdre  j  \\  renferme  quatre  angles  plans, 
quatre  angles  dièdres  ,  un  sommet  S  ,,et  quatre 
côtés  ou  arêtes-  En  menant  le  plan  diagonal 
SPR ,  on  décompose  l'angle  tétraèdre  en  deux 
angles  trièdres  ;  il  faut  trois  données  pour  dé- 
terminer un  des  angles  tétraèdres ,  et  comme 
ils  ont  un  angle  plan  en  commun ,  il  ne  fau- 
dra plus  cjue  deux  données  pour  déterminer 
le  second  angle  tétraèdre  :  par  conséquent  il 
faut  cinq  données  pour  déterminer  un  angle 
tétraèdre.  Un  trièdre  peut  présenter  un  an- 
gle rentrant ,  comme  dans  la  fig.  g3  bis\  mais 
ce  cas-ci  se  ramène  facilement  à  celui  où  il  n'y 
a  pas  d'angles  rentrans.  Nous  ne  considérerons 
par  la  suite  que  des  angles  solides  convexes. 

4^7-  {Fig.  940  On  nomme,  en  général,  an- 
gle solide  polyèdre  l'espace  angulaire  formé 
par  plusieurs  angles  plans,  qui  se  réunissent  en 
un  même  point  S  ;  dans  la  fig.  94  on  voit  la 
réunion  de  cinq  plans,  qui  forment  un  angle 
pentaèdre  :  ils  renferment  cinq  angles  plans, 
autant  d'angles  dièdres,  un  angle  pentaèdre 
au  sommet,  cinq  côtés  bu  arêtes,  et  il  faut 
3+2=5  données  pour  le  déterminer;  en  gé- 
néral un  angle  solide ,  formé  de  n  angles  plans  , 
est  déterminé  par 

3+i  (n — 3)  =  3  +  2/1 — 6  =  27i — 3  données. 

4^8.  (  Fig.  94.  )  Menons  un  plan  quelconque 
PQRUTj  coupant  les  faces  de  l'angle  solide 
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suivant  les  droites  PQ ,  QR ,  RU,  UT,  TP, 
dont  la  réunion  forme  le  polygone  PQRUT,  on 
aura  un  espace  fermé,  composé  de  l'angle  S 
et  des  angles  trièdres  P ,  Q ,  R,  U  ,  T  ;  ces  cinq 
angles  solides  sont  formés  par  vingt  angles 
plans,,  par  les  quinze  angles  des  triangles  et  lés 
cinq  du  polygone  ;  or  les  angles  des  triangles 
pris  ensemble  valent  dix  angles  droits  ;  ceux 
du  polygone  pris  ensemble  ne  valent  que 
IO — 4=^angles  droits,  ou  quatre  angles  droits 
de  moins  mais  dans  l'angle  trièdre  U  Ton  a 

SUT+SUR>RUT  (4i4); 

et  de  même  dans  les  autres  trièdres.  Par  con- 
séquent j  dans  les  triangles ,  la  somme  des  an- 
gles adjacens  aux  bases  PQ,  QR,  RU,  UD,TU, 
est  plus  grande  que  la  somme  des  angles  du 
polygone!  Il  faut  donc  que  la  somme  des  angles 
plans  réunis  autour  de  S  soit  plus  petite  que 
quatre  angles  droits. 

Soit  en  général  m  la  somme  des  angles  au 
sommet;  p  la  somme  des  angles  à  la  base  ,  q 
la  somme  des  angles  du  polygone  ^  011  aura 

m+p  — 9  =  4  angles  droits , 

ou  m  =  4q — +  £  i 

mais  p^>q    donc  m  <  4  angles  droits. 

429.  Si  d'un  point  quelconque  dans  l'es- 
pace' on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
faces  d'un  angle  solide,  composé  de  n  plans, 
on  "formera  un  angle  solide  supplémentaire 
(  p.  237  ).  Soient  a!9  b\  c',  df,  les  angles  plans 
de  cet  angle  solide,  on  aura  donc 
^ +  ...<>.  180°  (428)  , 

ou  bien. 

180"  —  A-f- 180— B+1800— C+.  .O.180, 
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n.  )8o°  —  A  — J> —  C  —  D-f  ...  O.180, 
A  +  B+C+D  +  ...>(/i— a)  180. 
La  somme  des  angles  dièdres  d'un  angle 
solide  convexe  est  donc  toujours  plus  grande 
que  deux  angles  droits  et  plus  petite  aue  six 
angles  droits  répétés  chacun  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux. 
Lorsque  n  =  3  ,  alors  A  +  B  +  C  >  180  ;  ce 
qui  s  accorde  avec  ce  qui  a  été  trouvé  ci-dessus 

(423). 

Polyèdres  ;  pyramides. 

430.  On  nomme  en  général  un  solide  ,  tout 
espace  fermé  par  des  surfaces;  lorsque  ces  sur- 
faces sont  planes,  le  solide  prend  le  nom  de 
polyèdre.  Les  intersections  de  ces  plans  forment 
les  arêtes  du  polyèdre  ;  l'ensemble  des  arêtes 
situées  dans  le  même  plan  sont  les  faces ,  et  le 
polyèdre  est  convexe  lorsqu'une  quelconque 
de  ses  faces  étant  prolongée,  laisse  tous  les 
sommets  d'un  même  côté.  Nous  ne  considé- 
rerons que  des  polyèdres  convexes. 

43 1.  Par  quatre  sommets  non  situés  dans 
un  même  plan  S  ,  P  ,  Q  ,  R ,  on  ne  peut  faire 
passer  qu'un  seul  polyèdre  SPQR;  il  suffit  de 
mener  des  plans  par  les  sommets  pris  trois  à 
trois.  Ce  polyèdre ,  le  plus  simple  de  tous  , 
se  nomme  tétraèdre  :  il  renferme  quatre  faces 
triangulaires  ,  quatre  angles  solides  trièdres , 
douze  angles  dièdres ,  douze  angles  plans ,  six 
arêtes. 

Soient  maintenant  donnés  cinq  sommets; 
en  les  prenant  trois  à  trois  on  pourra  mener 
dix  plans  ;  soient  A  ,  B ,  G  >  D ,  E  ,  ces  cinq 
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sommets ,  on  aura  ces  divers  systèmes  de  po- 
lyèdres : 

>°  ABC,  BCD,  CDE,  DE  A,  EAB; 

a°  ABD,  BDC,  DCE,  CEA,  EAB,  etc. 

Tous  ces  polyèdres  auront  des  faces  trian- 
gulaires ,  selon  la  position  respective  des  som- 
mets. Il  peut  arriver  qu'aucun  de  ces  polyèdres 
ne  soit  convexe  ;  en  tout  cas ,  il  ne  saurait  exis- 
ter plus  d'un  polyèdre  convexe  passant  parles 
mêmes  sommets  ;  s'il  y  en  avait  deux,  les  faces 
du  second  couperont  celles  du  premier  po- 
lyèdre, et  par  conséquent  il  aura  des  sommets 
à  droite  et  à  gauche  :  ce  qui  est  contraire  à  la 
définition  des  polyèdres  convexes, 

(  Fig.  93.  )  Si  quatre  des  sommets  donnés 
sont  dans  un  même  plan  ,  le  polyèdre  aura 
quatre  faces  triangulaires  et  une  face  quadri- 
latère. 

432.  Soient  en  général  n  sommets  par  les- 
quels il  faut  faire  passer  un  polyèdre  convexe; 
par  ces  sommets  pris  trois  a  trois,  on  pourra 
faire  passer  des  plans  dont  le  nombre  est  ex- 

.    ,       n(/t  —  1)  (rc— 3) 
prime  par   ^  ^  f  au  cas  que  tous 

ces  plans  diffèrent  de  position. 

Parmi  tous  ces  plans,  on  prend  celui  ou 
ceux  qui  laissent  tous  les  sommets  d'un  même 
côté }  si  aucun  plan  ne  satisfait  à  cette  condi- 
tion ,  aucun  polyèdre  convexe  ne  peut  avoir 
les  points  donnés  pour  sommet.  Soit  ABC  le 
plan  passant  par  les  sommets  A,B,C,  et 
remplissant  la  condition  voulue:  si  ce  plan 
ne  rencontre  pas  d'autre  sommet ,  le  triangle 
ABC  sera  une  des  faces  du  pol y èdre  cherché. 
Si  le  plan  passe  encore  par  un  quatrième  som- 
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met  D ,  le  polyèdre  aura  une  face  quadrau- 
gulaire  ABCD  ,  et  ainsi  de  suite.  Par  une 
des  arêtes  de  cette  face  et  par  un  sommet  ex* 

térieur,  on  mène  un  plan  qui  satisfait  à  la 
n;êrae  condition  que  le  premier,  et  on  conti- 
nuera jusqu'à  ce  que  le  polyèdre  soit  fermé 
de  toute  part.  On  prouve  comme  ci-dessus 
(43 1  )  ,  qu'il  n'existe  qu'un  seul  polyèdre  con- 
vexe passant  par  les  mêmes  sommets* 

433.  Lorsque  les  sommets,  à  l'exception 
d'un  seul ,  sont  situés  dans  un  même  plan  , 
le  polyèdre  prend  le  nom  de  pyramide.  Il 
est  formé  de  faces  triangulaires  et  d'une  face 
polygonale,  à  laquelle  on  donne  le  nom  de 
base  ;  et  le  sommet  hors  de  la  base  se  nomme 9 
plus  particulièrement ,  le  sommet  de  la  pyra- 
mide. Ainsi ,  la  fig.  93  représente  une  pyra- 
mide dite  quadrangulaire ,  parce  que  la  base 
PQRT  est  un  quadrilatère.  Le  tétraèdre  SPQR 
{Figure  94 est  une  pyramide  à  base  trian- 
gulaire ,  et  chaque  face  pouvant  être  consi- 
dérée comme  base ,  il  s'ensuit  que  la  pyramide 
tétraèdre  a  quatre  bases  et  quatre  sommets. 
On  entend  par  hauteur  d'une  pyramide, 
la  distance  du  sommet  à  sa  base  ,  ou  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  sommet  sur  cette 
base  ;  un  tétraèdre  a  quatre  hauteurs. 

Une  pyramide  est  dite  régulière  lorsque  sa 
base  est  un  polygone  régulier ,  dont  le  cen- 
tre est  la  projection  du  sommet  :  alors  toutes 
les  faces  sont  des  triangles  isocèles  égaux. 

434-  (^gr*94-)  On  peut  toujours  trouver 
un  point  également  éloigné  des  quatre  som- 
mets du  tétraèdre  SPQR.  En  efFet,  si,  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  à  une  des  faces 
PQR ,  on  élève  une  perpendiculaire  à  cette 
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face ,  tous  les  points  de  cette  droite  sont 
également  éloignés  des  sommets  P,Q,R 
(377);  de  même  la  perpendiculaire  élevée 
par  le  centre  du  triangle  SQR  sur  ce  plan. 
Or,  ces  deux  perpendiculaires  sont  dans 
le  plan  passant  par  le  milieu  de  QR  ,  per- 
pendiculairement à  cette  arête  ;  l'intersec- 
tion des  deux  perpendiculaires  donne  donc 
un  point  également  éloigné  des  quatre  som- 
mets P,Q,R,S.  On  peut  faire  la  même 
construction  sur  chaque  face  :  donc  les  quatre 
perpendiculaires  passent  par  le  même  point  ; 
c  est  aussi  celui  par  lequel  passent  les  six  plans 
menés  par  les  milieux  des  arêtes  respective- 
ment perpendiculaires  à  ces  arêtes.  Ce  point 
peut  se  trouver  soit  dans  l'intérieur ,  soit 
sur  une  face,  soit  hors  de  la  pyramide. . 

435.  On  démontre  que  les  quatre  droites 
qui  joignent  deux  à  deux  les  milieux  des  arêtes 
non  situées  dans  le  même  plan,  passent  par  un 
seul  et  même  point. 

436.  {Fig-  940  H  existe  cinq  points,  dont 
un  intérieur  et  quatre  extérieurs,  également 
éloignés  des  faces  du  tétraèdre.  Menez  par  les 
arêtes  PQ,  QR,  RP,  des  plans  qui  divisent  res- 
pectivement en  deux  parties  égales  les  trois 
angles  dièdres  formés  par. 

PQS ,  QRS ,  PRS ,  avec  PRQ  , 
le  point  de  rencontre  de  ces  trois  plans  ,  situé 
dans  l'intérieur  de  la  pyramide,  sera  évidem- 
ment à  égale  distance  des  quatre  faces. 

On  pourra  faire  la  même  construction  sur 
les  autres  arêtes  :  on  obtient  donc  encore  six 
plans  qui  passent  par  le  même  point. 

Si  on  mène  par  les  arêtes  PQ,  QR,  RP,  des 
plans  qui  divisent  en  deux  parties  égales  les 
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angles  adjacens  aux  angles  dièdres  internes, 
leur  intersection  commune  donnera  un  second 
point  situé  hors  de  la  pyramide ,  et  qui  sera 
également  éloigné  des  quatre  faces.  On  peut 
faire  une  construction  analogue  sur  chaque 
face  ;  ce  qui  fournit  quatre  points  extérieurs. 

Polyèdres  symétriques. 

437.  (  Figure  g^a.  )  SPQR  étant  un  tétraè- 
dre ,  soit  S  le  point  symétrique  du  sommet 
S ,  par  rapport  à  la  base  PQR ,  de  sorte 
que  SO  =  OS',  O  étant  la  projection  de  S  et 
de  S'  sur  la  base ,  le  tétraèdre  qui  a  pour  som- 
mets les  quatre  points  S\  P,  Q ,  R  est  symétrique 
au  premier.  Les  arêtes,  les  angles  plans,  les 
angles  dièdres  sont  égaux  ;  mais  on  ne  peut  pas 
superposer  les  deux  solides  (p.  41 1  )• 

{Fig.  94  a.)  Toutefois,  si  la  base  PQR  est 
isocèle  ,  si  Ton  a  PQ  =  QR ,  et  si  l'arête  SQ 
est  perpendiculaire  à  la  base,  de  sorte  que  O 
tombe  en  Q,  alors  la  pyramide  symétrique 
S' PQR  est  évidemment  égale  et  superposable 
à  la  pyramide  SPQR. 

(Fig.  94  a.  )  Si  les  trois  arêtes  SP ,  SQ,  SR 
sont  égales ,  le  point  O  étant  alors  le  centre  du 
cercle  circonscrit  à  PQR,  les  rayons  OP,  OQ, 
OR  sont  égaux  :  d'où  ,  d'après  ce  qui  précède, 
les  pyramides  SOPQ ,  SOQR ,  SOPR  sont  res- 
pectivement égales  et  superposables  à  leurs  py- 
ramides symétriques  S'OPQ,  S'OQR,  S'OPR. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  quoique  les  pyramides 
totales  SOPQ  ,  S'OPQ  ne  puissent  se  super- 
poser ,  on  peut  les  décomposer  chacune  en  trois 
pyramides  partielles ,  qui  sont  superposables. 

22 
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438,  (Fig.  95.  )  Plaçons  maintenant  le  té- 
traèdre SPQR  dans  une  position  quelconque 
par  rapport  au  plan  de  symétrie  MN,  la  pyra- 
mide symétrique  P'Q'R'S'  aura  ses  arêtes,  ses| 
angles  plans,  ses  angles  dièdres  égaux  à  ceux 
qui  lui  correspondent  dans  la  pyramide  PQRS  f 
mais  les  parties  égales  ne  sont  pas  disposée! 
de  la  mente  manière  :  cette  pyramide  symé-j 
trique  sera  égale  ,  avec  superposition  ,  à  là  py/ 
rajnide  symétrique  de  la  figure  94-  ^ 

439.  (Fig.  95.)  Le  milieu  de  l'arête  PS  étant 
symétrique  au  milieu  de  l'arête  P'S',  les 

Ï)lans  qui  passent  par  ces  milieux  perpendicu- 
airement  aux  arêtes  sont  aussi  symétriques; 
il  en  est  de  même  pour  une  autre  arête  :  donc 
le  point  I  de  rencontre  de  ces  plans  dans  la 
pyramide  PQRS  sera  symétrique  au  point  lr 
de  rencontre  dans  la  pyramide  P',  Q',  R',  S' 
(385),  et  le  point  I  sera  également  éloigné 
des  quatres sommets  P,  Q,  R,  S,  et  le  point 
I'  des  quatre  sommets  P',  Q',  R',  S'.  La  pyra- 
mide PQRS  peut  être  décomposée  dans  les 
quatre  pyramides  IQRP,  IQPS ,  IRPS ,  IQRS, 
ayant  chacune  trois  faces  isocèles  ;  la  pyra- 
mide P'Q'R'S'  peut  se  décomposer  dans  les 
quatre  pyramides  symétriques  analogues  et 
aussi  à  faces  isocèles:  donc  (437)  deux  py- 
ramides symétriques  quelconques  peuvent  se 
décomposer  chacune  en  neuf  pyramides  égales 
chacune  à  chacune  et  superposables. 

Lorsque  Je  point  I  tombe  hors  de  la  pyra- 
mide ,  la  pyramide  totale  est  égale  à  la  somme 
de  trois  pyramides  partielles,  moins  la  qua- 
trième; la  même  décomposition  ayant  lieu 
dans  les  deux  pyramides,  les  conclusions  du 
n°  437  restent  les  mêmes. 
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44°*  (  Fig,  95.  )  Si  les  quatre  points  R,  P,  Q,  S 
sont  dans  un  même  plan ,  leurs  symétriques 
R',  P'#  Q',  S' sont  aussi  dans  un  même  plan  ;  car 
l'on  a  angle  P'S'Q'=PSQ> 

P'S'R'=PSR, 

R'S'Q'=RSQ, 
Or,  PSQ  =  PSR+RSP: 

donc  aussi  P'S'Q'  =  P'S'R'+R,S'P'. 

Les  trois  droites  S'P',  S'R',  S'Qf  sont  donc 
dans  un  tnême  plan  ;  car  si  elles  étaient  les 
côtés  d'un  angle  solide ,  on  aurait 

P'S'Q'<PS'R'+R'S'F  (4i4). 

Par  conséquent ,  étant  donnés  tant  de  points 
qu'on  voudra  situés  dans  un  mêrtie  plân,  leurs 
symétriques  sont  aussi  dans  un  même  plan.  En 
effet,  soient  A,B,C,D,  E  des  points  situés 
dansunraémèplan,et  A',B',  G',  D',  E' leurs  sy- 
métriques ,  d'après  ce  qui  précède ,  A',  B',  G', 
sont  dans  un  même  plan  ;  il  en  est  de  même  des 
points  B',  C',  D',  E';  mais  ces  deux  plans  ont  en 
commun  les  trois  points  B',  G',  D ,  donc  ils  ne 
font  qu'un  seul  et  même  plan ,  et  ainsi  de  suite. 

Ut.  [Fig.  96.)  Les  pyramides  S'A'B'C'D', 
SABCD,  dont  les  sommets  sont  symétriques, 
tint  leurs  faces  égales  chacune  à  chacune,  égale- 
ment inclinées ,  mais  non  également  disposées. 
En  effet,  puisque  les  points  À,  B,  C,  D,  E 
sont  dans  un  même  plan,  les  symétriques 
sont  aussi  les  sommets  d'uti  polygone  plati 
A'B'C'D'E'  (44°)-  Les  pyramides  triangulaires 
S'B'C'D',  SBGD  étant  symétriques  >  leurs  faces 
sont  égales  et  également  inclinées  :  donc  l'in- 
clinaison de  SBC'  sur  S'B'D'  est  éçale  à  celle 
de  SBC  sur  SBD.  Les  pyramides  k'A'BD'  et 
SABDétant  symétriques,  l'inclinaison  de  S'B'D' 
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sur  S'B'A'  est  égale  à  celle  de  SBD  sur  SBA.  : 
donc  l'inclinaison  de  SBC  sur  S'B'A'  est  égale 
à  celle  de  SBC  sur  SBA,  et  ainsi  de  suite. 

On  prouve  comme  en  que  les  deux 
pyramides  peuvent  se  décomposer  en  un  même 
nombre  de  pyramides  à  faces  isocèles ,  égales 
chacune  à  chacune. 

44^*  Deux  polyèdres  sont  symétriques  lors- 
qu'ils peuvent  être  placés  dans  une  position 
telle ,  que  leurs  sommets  soient  symétriques  par 
rapport  à  un  même  plan. 

443 •  Deux  polyèdres  symétriques  ont  des 
faces  homologues  égales  chacune  à  chacune  , 
et  également  inclinées.  Supposons  les  deux 
polyèdres  placés  dans  la  position  où  leurs 
sommets  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
plan  de  symétrie  ;  prenez  un  point  quelconque 
dans  l'intérieur  du  premier  polyèdre ,  et  son 
symétrique  dans  l'intérieur  du  second  ;  chacun 
de  ces  polyèdres  peut  être  décomposé  en  au- 
tant de  pyramides  qu'il  a  de  faces  ,  ayant  cha- 
cune pour  sommet  le  point  pris  dans  son  in- 
térieur :  toutes  ces  pyramides  sont  symétriques 
respectivement  :  donc  leurs  faces  homologues 
sont  égales  (441  )}  or,  les  bases  de  ces  pyra- 
mides sont  les  faces  des  polyèdres  :  donc  ces 
faces  sont  égales. 

On  démontre  comme  en  441  que  ^es  faces 
sont  également  inclinées  ,  etc. 

444»  Ijes  deux  polyèdres  symétriques,  quoi- 
que ne  pouvant ,  généralement  parlant ,  se 
superposer ,  peuvent  être  décomposés  en  un 
certain  nombre  de  pyramides  triangulaires 
super  posables. 
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Polyèdres  semblables. 

445-  (  Fig.  97).  Dmx  tétraèdres  ABCD , 
a ,  b ,  cy  d  sont  semblables  ,  lorsqu'ils  ont 
deux  faces  ABC ,  ABD  semblables  aux  faces 
abc,abd,  également  inclinées  et  sembla- 
blement  placées. 

Ainsi  deux  tétraèdres  symétriques  ne  sont 
pas  semblables. 

4$6*  On  conclut  de  cette  définition  que 
deux  tétraèdres  semblables  ont  toutes  leurs 
faces  homologues  semblables  ,  également  in- 
clinées ,  semblablement  placées ,  et  les  angles 
solides  homologues  égaux. 

Les  triangles  ABC ,  a bc  étant  semblables, 
ainsi  que  les  triangles  ABD  ,  abd , 
Ton  a       angle  ABC  =  angle  abc 

angle  ABD  =  angle  abd. 

Donc  Tangîe  solide  B  est  égal  à  l'angle  so- 
lide b  ;  car  ces  deux  angles  solides  sont  formés 
par  deux  angles  plans  égaux  et  également  in- 
clinés :  donc  angle  CBD  =  angle  cbd\  mais 
les  mêmes  triangles  semblables  fournissent 
aussi  la  proportion 

AB :ab :  :  CB : cb 
AB-.ab  :  2  CD:  cd\ 

d'où.  CB  :*cb  :  :  CD  :  cd. 

Les  deux  triangles  CBD  ,  cbd,  sont  donc 
semblables  ,  comme  ayant  un  angle  égal  com- 
pris entre  côtés  proportionnels. 

On  démontre  de  la  même  manière  la  simi- 
litude des  faces  ACD  ,  acd:  donc  l'angle  so- 
lide D  est  égal  à  l'angle  solide  d ,  et  l'angle 
solide  A  à  l'angle  solide  a. 

447-  Deux  tétraèdres  qui  ont  trois  faces 
semblables,  chacune  à  chacune,  et  Sembla- 
it* 
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blement  disposées ,  sont  semblables  ;  car  les 
triangles  ABC ,  ABD  ,  CBD  étant  respective- 
ment semblables  aux  triangles  #  bc,  abd,  cbd9 
les  triangles  qui  forment  l'angle  solide  b  sont 
égaux  aux  trois  angles  plans  que  forment 
l'angle  solide  b  ;  donc  ces  plans  sont  également 
inclinés ,  etc. 

448.  Dans  deux  tétraèdres  semblables ,  on 
nomme  arêtes  homologues ,  celles  qui  réu- 
nissent des  sommets  d'atigles  solides  égaux: 
ces  arêtes  sont  proportionnelles ,  et  récipro- 
quement, deux  pyramides  triangulaires  sont 
semblables,  lorsqu'elles  ont  les  côtés  homo- 
logues proportionnels. 

Les  hauteurs  abaissées  des  sommets  homo- 
logues sont  proportionnelles  aux  arêtes. 

Les  arêtes  homologues  forment  des  angles 
égaux  avec  les  faces  homologues. 

449-  Deux  tétraèdres  semblables  peuvent 
être  placés  de  manière  que  deux  faces  homo- 
logues aient  leurs  arêtes  homologues  paral- 
lèles ,  et  alors  les  deux  autres  faces  sont 
aussi  parallèles  ;  dans  cette  position  ,  les 
quatre  droites  qui  joignent  les  sommets  homo- 
logues se  réunissent  èn  tin  point  qu'on 
nomme  centre  de  similitude  ,  et  tout  plan  qui 
passe  par  le  centre  de  similitude  retranche 
deux  tétraèdres  semblables. 

45o.  Deux  polyèdres  sont  semblables , 
lorsque  les  sommets  homologues  sont  déter- 
mines par  des  tétraèdres  semblables  et  sem- 
biablement  placés. 

Soient  (fig.  98  )  A ,  B  f  C  ,  D  ,  quatre  som- 
mets d'un  polyèdre,  a,  b ,  c,  d,  les  quatre 
sommets  homologues  d'un  polyèdre  sembla- 
ble; EFG,  e>f,g>  étant  des  triangles  sem- 
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blables ,  il  faut  que  les  pyramides  AEFG , 
aefg,  BEFG,  defg,CEFG,  cefg,  soient 
respectivement  semblables;  les  points  A,  a, 
B,  b ,  sont  homologues;  et  Ton  nomme  arêtes 
homologues  et  diagonales  homologue*,  les 
droites  qui  réunissent  deux  sommets  homo- 
logues. 

Deux  polyèdres  symétriques  ne  sont  pas  sem- 
blables ,  généralement  parlant. 

45i.  {Fig.  98.)  Dans  deux  polyèdres  sem- 
blables ,  i°  les  arêtes  et  les  diagonales  ho- 
mologues sont  proportionnelles;  a0  les  faces 
homologues  sont  semblables  ;  3°  le*  angles 
dièdres  homologues  sont  égaux  ;  4°  tes  angles 
solides  sont  égaux;  5°  les  arêtes  homologuessont 
également  inclinées  sur  des  faces  homologues. 

En  effet,  les  inclinaisons  de  AFGetdeDFG 
sur  EFG  sont  égales  aux  inclinaisons  de  af g 
et  de  dfg  sur  efg  :  donc  l'angle  dièdre,  formé 
par  AFG  et  DFG,  est  égal  à  celui  que  forment 
les  plans  a/g  et  dfg  ;  par  conséquent  les  té- 
traèdres AGFD,  a gfd,  sont  semblables  > 
comme  étant  formés  par  deux  triangles  sem- 
blables et  également  inclinés  :  on  a  donc 

AD:tfd::FG;/#; 

on  aura  de  même  BD  .bd.:  FG  (fg; 
donc  AD  -ad*  >BD  :  bd.: 

BC  :bc  ::  AB  . ab: 

Donc  les  arêt€6  et  les  diagonales  homolo- 
gues sont  proportionnelles. 

Les  triangles  ABD  ,  ABC  BCD ,  sont  res- 
pectivement semblables  au?  triangles  abd, 
abc ,  bcd.douc  si  les  sommets  A,  B,  C,D, 
sont  dans  un  même  plan  ,  <>n  prouve  y  comme 
au  numéro  44°>  <Iue  tes  {uR*re  sommets  ho- 
mologues a,  b,  c,  d>  i>nt  aussi  dans  un 
même  plan;  donc  l*°  ftcefi  homologues  sont 

Digitized  by  Google 


260  MANUEL 

semblables ,  puisqu'elles  sont  formées  d'un 
même  nombre  de  triangles  semblables  et  sem- 
blablement  disposés  ;  soit  AB  une  arête  com- 
mune à  deux  faces  voisines  ABC  ,  ABD  ;  le  té- 
traèdre formé  par  ABCD  sera  semblable  au 
tétraèdre  homologue  formé  par  abcd ,  puis- 
que leurs  faces  sont  semblables  :  donc  l'in- 
clinaison de  ABC  sur  ABD  est  égale  à  celle  de 
abcsuv  abd,  etc.  On  peut  donc  aussi,  par 
des  sections  homologues,  décomposer  les 
deux  polyèdres  en  un  même  nombre  de  py- 
ramides semblables  chacune  à  chacune. 

452.  Deux  polyèdres  semblables  peuvent  tou- 
jours être  placés  de  manière  que  toutes  les 
faces  homologues  deviennent  parallèles  :  dans 
cette  position ,  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  homologues  se  réunissent  en  un 
même  point ,  nommé  centre  de  similitude. 

Toute  droite  menée  par  ce  point  est  coupée 
proportionnellement. 

Il  est  facile  de  démontrer  que,  lorsque 
trois  polyèdres  semblables  sont  placés  dans 
la  position  parallèle ,  les  trois  centres  de  simi- 
litude qu'on  obtient  en  les  comparant  deux 
à  deux ,  sont  placés  sur  la  même  droite. 

■ 

Polyèdres;  Prismes. 

453.  (Fig.  99.  )  Le  prisme  est  un  polyèdre 
engendré  par  le  mouvement  d'une  droite 
AA',  qui  reste  toujours  parallèle  à  elle-même 
et  qui  est  assujettie  à  suivre  le  contour  d'un 
polygone  donné  ABCDEF  ;  il  est  évident  que 
tous  les  points  delà  droite  mobile  décrivent 
des  polygones  égaux  et  parallèles  à  celui  qui 
dirige  le  mouvement;  oh  nomme  base  du 
prisme,    les   deu*   l^v^ones  ABCDEF. 
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A'B'C'D'E'F  qui  le  terminent  ;  les  autres  fa- 
ces ABA'B' ,  BCB'C  ,  etc. ,  sont  des  parallélo- 
grammes. La  hauteur  du  prisme,  c'est  la  dis- 
tance des  deux  bases  ;  elle  est ,  généralement 
parlant,  plus  petite  que  l'arête  A  A'. 

Un  prisme  est  donc  entièrement  déterminé 
lorsqu'on  connaît,  i°  la  base;  2°  une  arête 
A  A'  ,  de  longueur  et  de  direction. 

Le  prisme  est  triangulaire ,  lorsque  la  base 
est  un  triangle  ;  quaarangulaire ,  lorsque  la 
base  est  quadrilatère. 

454.  Le  prisme  est  droit ,  lorsque  l'arête 
est  perpendiculaire  à  la  base  :  dans  ce  cas ,  la 
hauteur  est  égale  à  l'arête. 

455.  (  Fig.  100.  )  Un parallèlipipede  est  un 
prisme  qui  a  pour  base  un  parallélogramme. 
Dans  ce  cas  ,  le  prisme  est  entièrement  formé 
de  parallélogrammes  ;  et  on  peut  considérer 
comme  bases  deux  faces  opposées  quelconques. 
Le  parallèlipipede  est  droit ,  lorsque  l'arête 
AA  est  perpendiculaire  à  la  base  ;  il  est  rec- 
tangle, lorsqu'étant  droit,  il  a  en  même 
temps  un  rectangle  pour  base  :  ainsi ,  toutes 
les  faces  d'un  parallélipipède  rectangle  sont 
des  rectangles. 

(Fig.  101  bis.)  Un  cube  est  le  parallélipipède 
rectangle  qui  a  pour  base  un  carré,  et  dont 
la  hauteur  AA'  est  égale  au  côté  du  carré  : 
ainsi ,  les  six  faces  du  cube  sont  des  carrés 
égaux.  . 

456.  Tout  plan  mené  parallèlement  à  la 
base  d'un  prisme  y  fait  une  section  égale  à  la 
base. 

Tout  plan  mené  parallèlement  à  une  arête 
coupe  le  prisme ,  suivant  un  parallélogramme 
dont  deux  côtés  sont  parallèles  à  l'arête. 
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457.  {Fig.  100.)  Le  plan  diagonal  BDB'D' 
divise  le  parallélipipède  en  deux  prismes  trian- 
gulaires ABDA'B'D' ,  BCDB'C'D' ,  qui  sont 
symétriques  l'un  de  l'autre.  En  effet,  prolon- 
geons les  trois  arêtes  de  l'angle  solide  A ,  et 
Faisons  AB"  -  AB ,  AD"  =  AD,  AA"'  =  AA  ; 
et ,  construisant  le  prisme  triangulaire  AD 
B"A"'D"'B"' ,  il  sera  symétrique  au  prisme  tri- 
angulaire qui  a  pour  base  ABD  { 4l  1  )  »  et  il 
est  évidemment  égal  à  celui  qui  a  pour  base 
BDC  :  donc  ces  deux  prismes  sont  symétriques. 

■ 

,  Aires  des  polyèdres, 

■ 

458.  L'aire  dun polyèdre,  c'est  la  somme 
des  aires  de  ses  faces;  ainsi  cette  évaluation 
n'est  sujette  à  aucune  difficulté;  toutefois, 
dans  quelques  cas  particuliers,  on  obtient 
cette  aire  plus  facilement  que  par  cette  mé- 
thode générale. 

459.  L'aire  d'un  prisme ,  les  bases  non  com- 
prises ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  la  sur- 
face convexe  d  un  prisme  A  est  égale  au  péri- 
mètre de  la  section  faite  perpendiculairement 
à  une  arête ,  multiplié  par  cette  arête. 

Et  la  surface  convexe  d'un  prisme  droit 
est  égal  au  périmètre  de  la  base  multiplié  par 
la  hauteur. 

L'aire  d'une  pyramide  régulière ,  la  base 
non  comprise ,  est  égale  au  périmètre  de  la 
base  ,  multiplié  par  la  demi-hauteur  d'ube  des 
faces* 

Volumes  des  polyèdres , 


46o.  On  appelle  mètre  cube  le 
le  côté  est  égal  au  mètre  $  on  le  n 


cube  dont 
nomme  aussi 
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unité  de  volume  :  cette  dénomination  convient 
en  générai  au  cube  qui  a  pour  côté  l'unité 
linéaire. 

Le  volume  dun  solide ,  c'est  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  le  mètre  cube,  ou  en 
général ,  combien  de  fois  l'unité  de  volum* 
est  renfermée  dans  ce  solide  }  c'est  ce  qu'on 
nomme  aussi  la  solidité  d'un  solide. 

Solides  équivalent. 

46 1  •  Deux  solides  sont  équivalens ,  lors* 
qu'ils  ont  le  même  volume  ou  la  même  solidité. 
Il  est  évident  que  deux  solides  égaux  sont 
toujours  équivalens  ;  mais  la  réciproque  n'a 
pas  lieu. 

462.  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équi- 
valens, car  on  peut  les  décomposer  chacun  en 
un  même  nombre  de  pyramides  égales  r  cha- 
cune à  chacune  (444)» 

463.  (Fig.  100.)  Le  plan  diagonal  BDB'D' 
partage  le  parallélipipède  en  deux  prismes  tri- 
angulaires équivalens ,  car  ils  sont  symétriques 
(457  ):  donc,  chaque  prisme  est  la  moitié  du 
parallépipède. 

464-  (Fig.  101.  )  Si  deux  parallélipipèdes 
AF  ,  AL ,  ont  la  même  base  ABCD ,  et  les 
bases  supérieures  EFGA ,  KLMN,  renfermées 
entre  les  mêmes  parallèles  EFKL  ,  GHMN  , 
ils  sont  équivalens  ;  car  les  faces  BDFH,  BDLN , 
sont  égales  et  parallèles  aux  faces  ACEG , 
ACKM;  donc  les  prismes  triangulaires 
ACEGKM,  BDFHLN,  sont  égaux;  et  ôtant 
du  prisme  trapézoïdal  ACBDÉGLN  le  pre- 
mier prisme  triangulaire ,  il  reste  le  paralléli- 
pipède AF  5  ôtant  du  même  prisme  trapézoï- 
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dal  le  deuxième  prisme  triangulaire ,  il  reste 
le  parallélipipède  AL  :  donc  ces  restes  sont 
équivalens. 

Les  mêmes  raisonnemens  amènent  aux  mê- 
mes conclusions  lorsque  KM  se  confond  avec 
FH,  ou  bien  tombe  entre  FH  et  GE. 

465.  (1^.  102.)  Si  deux  parallélipipèdes 
CF,  CL,  ont  même  base  ABCD  et  même  hau- 
teur, ils  sont  équivalens;  puisqu'ils  ont  même 
hauteur ,  les  bases  supérieures  EFGH ,  KLMN, 
sont  donc  sur  un  même  plan  :  prolongeant  les 
côtés  KM,  EF,  LN,  GH,  jusqu'à  ce  qu'ils  se 
rencontrent,  on  formera  le  parallélogramme 
IPQR,  qu'on  peut  considérer  comme  la  base 
supérieure  d'un  parallélipipède  qui  aurait 
ÀBCD  pour  base  inférieure  ;  or ,  d'après  ce  qui 
précède  (4^4)  >  ce  solide  est  équivalent  au 
parallélipipède  CF  et  au  parallélipipède  CL  : 
ces  deux  solides  sont  donc  équivalens. 

466.  Problème  XCVI.  Etant  donné  un  pa- 
rallélipipède oblique  ABCDMNLK,  construire  ' 
un  parallélipipède  droit  équivalent. 

Solution{Fig.  102).  Aux  points  A,  B,  C,  D,  de 
la  base  inférieure,  élevez  des  perpendiculaires 
à  cette  base  ,  qui  rencontreront  le  plan  de  la 
base  supérieure  en  quatre  points  E ,  F ,  G ,  H  ; 
le  parallélipipède  droit  ABCDEFGH,  sera  le 
parallélipipede  demandé,  car  il  est  droit  ,  et 
ayant  même  base  et  même  hauteur  que  le 
prisme  oblique ,  il  est  équivalent  à  ce  prisme 
(465). 

467.  Problème  XCVII.  {Fig.  102  bis.)  Etant 
donné  le  parallélipipède  droit  AG ,  construire 
un  parallélipipède  rectangle  équivalent,  et  de 
base  équivalente. 
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Solution.  Des  points  A ,  D ,  abaissez  sur  BC 
Jes perpendiculaires  DR,  AV,  la  figure  DRAV 
sera  un  rectangle  équivalent  à  la  base  ABCD; 
des  points  E,  H,  abaissez  sur  FG  les  perpen- 
diculaires HT ,  ES  ,  la  figure  EHTS  sera  aussi 
un  rectangle  égal  au  premier  :  on  peut  donc  les 
considérer  comme  les  deux  bases  d'un  parallé- 
lépipède rectangle;  or,  les  deux  paralléli- 
pipèdes  AT,  AG  ont  la  face  ADEH  en  com- 
mun ;  et  prenant  cette  face  pour  base,  ils  ont 
aussi  même  hauteur  :  donc  ils  sont  équivalens. 
c.  q.  f.  t. 

468.  Problème XC VIII.  Etant  donné  un  pa- 
rallélépipède oblique ,  construire  un  parallélipi- 
pède  rectangle  équivalent  ? 

Solution.  On  construit  d'abord  un  parallé- 
lipipède  droit  équivalent  (4^6),  et  ensuite  un 
parallélipipède  rectangle  droit  équivalent  à 
celui-ci  (467  ). 

MESURE  DES  SOLIDITÉS  DES  POLYÈDRES. 

Prisme. 

469.  Les  trois  arêtes  adjacentes  d'un  paral- 
lélipipède se  nomment  les  dimensions  au  pa- 
rallélipipède. 


tangles  ÀBf,  AG,  de  même  base  ABCD ,  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs  AK,  AE. 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  Ton  ait 
AK  :  AE  :  :  3  :  8  ;  divisez  AE  en  8  parties  égales; 
AK  en  comprendra  3;  et  par  les  points  de  di- 
vision ,  faisant  passer  des  plans  parallèles  à  la 
base  ABCD ,  le  grand  parallélipipède  sera  par- 
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tagé  en  8  parallélipipèdes  égaux ,  dont  le  petit 
parallélipipède  n'en  contiendra  que  S  :  ainsi 
les  solidités  des  deux  parallélipipède»  sont 
entre  elles  comme  8  est  à  3,  ou  comme  la 
hauteur  AE  est  à  la  hauteur  AK  ;  car  ce  rai- 
sonnement subsiste  toujours  tant  qu'il  existe 
un  rapport  numérique  entre  les  deux  hauteurs; 
lorsque  ce  rapport  est  incommensurable,  et  pas 
numériquement  exprimable,  la  même  conclu- 
sion a  encore  lieu  ;  on  aura  recours  aux  moyens 
de  démonstration  développés  (  i4i  )  s  donc, 
lorsque  deux  parallélipipèdes  rectangles  ont 
deux  dimensions  en  commun ,  leurs  solidités 
sont  entre  elles  comme  leurs  troisièmes  di- 
mensions. 

471.  Deux  parallélipipèdes  de  même  hau- 
teur sont  entre  eux  comme  leurs  bases. 

Soit  H  la  hauteur  commune  de  deux  paral- 
lélipipèdes X  et  Y  ; 

M,  N  les  côtés  de  labase  du  parallélipipèdeX  ; 
P,  Q  les  .côtés  delabasedu  parallélipipède!. 
Avec  les  arêtes  H  ,  P ,  N ,  formons  un  troi- 
sième parallélipipède  rectangle  Z. 

Z  et  X  ont  en  commun  la  base  H  X  N  :  on 
a  donc  Z  :  X  :  :  P  2  M. 

Y  et  Z  ont  en  commun  la  base  H  X  P  ?  donc 

Y:Z::Q:N. 

Multipliant  entre  elles  ces  deux  proportions, 
il  vient  Y  :  X  :  :  P  X  Q  :  M  X  N;  or  P  X  Q  et 
M  X  N  sont  les  aires  des  bases  ;  donc  aussi  on 
aura  cette  proportion  %  le  nombre  de  mètres 
cubes  du  premier  solide  est  au  nombre  de 
mètres  cubes  contenus  dans  le  deuxième  solide, 
comme  le  nombre  de  mètres  carrés  contenus 
dans  la  première  base ,  est  au  nombre  de  mètres 
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carrés  contenu*  dans  la  deuxième  base.  Ainsi, 
lorsque  deux  parallélipipèdes  rectangles  ont 
une  dimension  en  commun ,  ils  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  deux  autres  dimensions. 

472.  Deux  parallélipipèdes  rectangles  X  et 
Y  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  ti'ote 
dimensions. 

Soient  H,  P,  Q  les  ti*ôis  dimensions  de  X; 
H',  P',  Q'  les  trois  dimensions  de  Y. 

Imaginons  un  troisième  parallélépipède  Z  , 
ayant  pour  dimensions  H ,  Pf  9  G;  G  étant  une 
ligne  quelconque,  on  aura  (47 1) 

X  :  Z  :  :  P  X  Q  :  P'  X  G 
Z:Y::HXG:H'XQ'; 
donc  X  :  Y  :  :  P  X  Q  X  H  :  P  X  Q'  X  H'  :  : 

—        2-  5L 
s  :  p7  X  q,  X  H,  •  «• 

Ainsi,  la  solidité  du  premier  parallélipi- 
pède  rectangle  est  à  la  solidité  du  deuxième 
parailélipipède  rectangle,  comme  le  produit 
des  rapports  des  trois  dimensions  est  à  l'unité. 

473.  Les  dimensions  d'un  mètre  cube  sont 
chacune  d'un  mètre  :  pour  savoir  donc  combien 
de  fois  le  mètre  cube  est  contenu  dans  uii 
parallépipède  rectangle  ,  il  faut  chercher  com- 
bien de  fois  le  mètre  est  contenu  dans  chaque 
dimension  du  parailélipipède ,  c'est-à-dire  me- 
surer chaque  dimension ,  et  multiplier  les  ré- 
sultats de  ces  mesures  ensemble  ;  c  est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  la  solidité  dun  parailé- 
lipipède rectangle  est  égale  au  produit  de  ses 
trois  dimensions* 

Exemple.  Soit  un  parailélipipède  rectangle 
ayant  pour  ses  trois  dimensions  32m,  *6,n, 
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i2m,5;  la  solidité  de  ce  parallélipipède  sera 
égale  à  3a  X  19  X  i2m,5  =  64oommm  ;  ainsi  ce 
parallélipipède  rectangle  contiendra  64oo  fois 
le  mètre  cube  ou  le  stère. 

474-  La  solidité  d'un  parallélipipède  quel- 
conque est  égale  à  Taire  de  sa  base,  multipliée 
par  sa  hauteur  ;  car  ce  parallélipipède  est 
équivalent  à  un  parallélipipède  rectangle 
de  base  équivalente  et  de  même  hauteur  : 
donc,  etc. 

On  voit  donc  que  la  solidité  d'un  paralléli- 
pipède n'est  égale  au  produit  de  ses  trois  di- 
mensions que  lorsqu'il  est  rectangle  ;  dans  tout 
autre  cas  il  est  plus  petit. 

475.  La  solidité  d'un  prisme  triangulaire  est 
égale  au  produit  de  Taire  de  la  base  par  la 
hauteur;  car  ce  prisme  est  la  moitié  d'un  pa- 
rallélipipède de  même  hauteuretdebase  doublai 
(463)  :  donc,  etc. 

476.  La  solidité  d'un  prisme  polygonal 
quelconque  est  égale  à  Taire  de  sa  base ,  mul- 
tipliée par  sa  hauteur  ;  car  on  peut  décompo- 
ser le  prisme  polygonal  en  autant  de  prismes 
triangulaires  de  même  hauteur ,  qu'on  peut 
former  de  triangles  danslabase  :  donc,  etc. 

Solidités  des  pyramides. 

477.  [Fig*  io4-  )  Si  on  coupe  une  pyramide 
triangulaire  SDEF  par  un  plan  ABC  parallèle 
à  la  base  ,  et  qu'on  ôte  la  pyramide  S  ABC  , 
le  solide  restant  ABCDEF  se  nomme  pyra- 
mide tronquée)  ABC,  DE  F  en  sont  les  deux 
bases  ,  et  leur  distance  en  est  la  hauteur. 

478-  {Fig.  104.)  Dans  une  pyramide  tron- 
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quée,  Jes  aires  des  deux  bases  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  hauteurs  SO,  SI  des 
deux  pyramides  ;  car  les  triangles  ABC,  DEF 
étant  semblables,  l'on  a 

ABB  :  DEF  :  :  AB2  :  DE*  :  :  SAa  :  SD2  :  : 

::SO:SIa. 

479.  La  solidité  du  tronc  de  pyramide 
ABCDEF,  est  plus  grande  que  Paire  de  la 
base  supérieure ,  et  plus  petite  que  Taire  de  la 
base  inférieure  multipliées  chacune  par  la 
hauteur  du  tronc.  En  effet,  portant  AC  de  D 
en  M ,  et  AB  de  D  en  L ,  le  triangle  DLM  sera 
égal  et  parallèle  au  triangle  ABC,  et  le  prisme 
triangulaire  ABCDLM  est  évidemment  plus 
petit  que  le  tronc;  or,  la  solidité  du  prisme 
est  égale  à  la  base  ABC  multipliée  par  la  hau- 
teur :  donc ,  etc. 

Prolongeant  AC  et  AF  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
AV  =  DF,  AK  =  DE,  le  triangle  AKV  sera 
égal  et  parallèle  au  triangle  DEF ,  et  le  prisme 
triangulaire  AKVDEF  est  plus  grand  que  le 
tronc;  or,  la  solidité  de  ce  prisme  est  égale  à 
la  base  DEF  par  la  hauteur  du  tronc;  donc, 
etc.  c.  <j.  £  t. 

On  démontrera  de  même  que  la  solidité  d'une 

Î>yramide  entière  est  plus  petite  que  Taire  de 
a  base  multipliée  par  la  hauteur. 

480.  {Fig.  io5.  )  Soit  S  ABC  une  pyramide 
triangulaire,  B  sa  base,  et  H  sa  hauteur;  sup- 
posons qu'on  divise  cette  hauteur  en  un  nombre 
n  de  parties  égales  ;  et  soit  h  la  grandeur 
d'une  de  ces  parties;  si  par  ces  points  de  divi- 
sion on  mène  des  plans  parallèles  à  la  base  , 
la  pyramide  sera  décomposée  en  troncs  de 
pyramides  ,  ayant  chacune  pour  hauteur  h ,  et 
il  y  a  de  plus  une  dernière  pyramide  de  même 

23' 
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hauteur  h  ;  soient  B ,  B1 ,  B" ,  Bm,  B"  ,  B*  les 
bases  de  ces  troncs  à  partir  d'en  bas  ;  d'après 
ce  qui  précède ,  la  solidité  de  la  pyramide  sera 
plus  petite  que  Bh+B'h+B"h  +Bluh ,  etc., 
et  plus  grande  que  B*h+B"h+Bnih9  etc., 

de  sorte  que  cette  solidité  est  comprise  entre 

A(B+Bi+BI,+BII,+B"r4*Bv) 
et         h  (  B<  +  B"  +  B'"  +  B"  +  Bv  ) 

La  différence  entre  ces  deux  limites  est  hB  ; 
or  ,  plus  n  sera  grand ,  et  plus  h  ,et  par  con- 
séquent hB  sera  petit:  donc  la  différence fcûtre 
les  deux  limites  peut  devenir  plus  petite  qu'au- 
cune quantité  assignable.  Supposons  mainte- 
nant une  seconde  pyramide  ae  même  hau- 
teur H  que  la  première ,  et  ayant  une  base  b 
équivalente  à  la  base  B  ;  si  on  divise  cette 
hauteur  en  un  même  nombre  n  de  parties 
égales,  la  solidité  de  cette  deuxième  pyramide 
sera  comprise  entre 

h  (b*hbt  +  bu  +  bu1+biy+by).  1 
et  h(bt  +  b"+bl"+b"+by). 

Mais  les  bases  B,  B',B"  décroissent  comme 
les  carrés  des  hauteurs  des  pyramides  (478) , 
et  les  bases  b  ,  bf ,  b"  décroissent  suivant  les 
mêmes  rapports;  or,  l'on  a  par  supposition, 
b  =  B  t  donc  aussi  b'  =  B' ,  b"  as  B" ,  V" = B"'; 
et  les  solidités  des  deux^yramides  sont  donc 
renfermées  entre  les  mêmes  limites  ,  dont  la 
différence  peut  devenir  moindre  qu'aucune  1 
quantité  donnée  f  d'où  l'on  conclut ,  d'après 
le  principe  énoncé  au  n°  i43,  que  deux  pyra- 
mides de  même  hauteur  et  de  base  équiva- 
lente, sont  équivalentes;  par  conséquent,  si, 
par  le  sommet  d'une  pyramide  ,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  la  base ,  toutes  les  pyramides 
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qui  auront  même  base ,  et  leurs  sommets  sur 
ce  plan  ,  sont  équivalentes. 

On  peut  démontrer  d'une  manière  analogue 
les  propositions  suivantes  très  -  générales  et 
très-fecondes  dues  à  Cavallieri. 

i°  Si  en  coupant  deux  solides  par  une  suite 
de  plans  parallèles  on  obtient  des  sections  dont 
les  aires  correspondantes  sont  toujours  dans 
le  même  rapport ,  les  volumes  compris  entre 
deux  de  ces  plans  sont  dans  le  même  rapport. 

20  Si  en  coupant  un  solide  et  une  surface 
plane  fermée  par  une  suite  de  plans  paral- 
lèles ,  on  obtient  des  sections  telles ,  que  Taire 
«le  Tune  soit  à  la  longueur  correspondante  de 
l'autre  dans  un  rapport  constant ,  le  volume 
du  solide  et  l'aire  de  la  surface  ,  compris  entre 
deux  de  ces  plans  parallèles,  sont  dans  le 
même  rapport. 

3°  Si  en  coupant  par  une  suite  de  plans 
parallèles  deux  aires  planes  fermées ,  on  ob- 
tient des  sections  dont  les  longueurs  sont  dans 
un  rapport  constant;  les  aires  des  surfaces  , 
comprises  entre  deux  de  ces  plans,  sont  dans 
le  même  rapport. 

La  proposition  cesse  d'être  vraid  pour  les 
surfaces  courbes»  (Note  i5.) 

4#i.  [Fig.  106.)  La  solidité  de  la  pyramide 
triangulaire  S  ABC  est  égale  à  sa  base,  multi- 
pliée par  le  tiers  de  sa  hauteur.  En  effet ,  au 
sommetS,  imaginons  le  triangle  SDE,  égal 
et  parallèle  au  triangle  ABC;  le  solide  SDEABG 
est  un  prisme  triangulaire;  or,  le  prisme  est 
égal  à  cette  pyramide ,  plus  la  pyramide  qua-» 
drangulaire  qui  a  pour  sommet  S7,  et  pour 
base.  ACDE  ;  le  plan  diagonal  SDC  partage 
cette  pyramide  en  deux  pyramides  triaagu- 
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laires  S13CE  et  SDAC  ;  mais  la  droite  SB 
étant  parallèle  au  plan  DAC,  la  pyramide  qui 
a  son  sommet  eu  B,  et  pour  base  DAC,  est 
équivalente  à  celle  qui  a  son  sommet  en  S  , 
et  qui  a  même  base  (48o)  :  donc  le  prisme 
est  égal  aux  trois  pyramides  triangulaires  S  ABC, 
SEDC,  BDAC;  or,  les  bases  ABC,  DSE  de 
ces  pyramides  sont  égales ,  et  elles  ont  même 
hauteur  :  donc  ces  pyramides  ont  même  soli- 
dité, et  chacune  est  le  tiers  du  prisme;  mais 
la  solidité  du  prisme  est  égale  à  sa  base  ABC  , 
multipliée  par  sa  hauteur  ,  qui  est  aussi  celle 
de  la  pyramide  SABC  :  donc  la  solidité  de  celle- 
ci  est  égale  à  sa  base  multipliée  par  le  tiers  de 
sa  hauteur. 

482.  La  solidité  d'une  pyramide  polygonale 
est  égale  à  sa  base,  multipliée  par  le  tiers'de 
sa  hauteur;  car  on  peut  décomposer  cette  pyra- 
mide en  autant  de  pyramides  triangulaires 
de  même  hauteur,  qu'on  peut  former  de 
triangles  dans  sa  base  :  donc ,  etc. 

Les  solidités  des  deux  pyramides  sont 
entre  elles  comme  les  produits  des  bases  par 
les  hauteurs. 

La  solidité  d'une  pyramide  est  aussi  égale 
à  l'aire  de  la  base  multipliée  par  le  tiers  d'une 
droite  quelconque,  menée  du  sommet  à  la  base, 
et  par  le  sinus  d'inclinaison  de  cette  droite 
sur  la  base. 

Cette  même  expression  est  celle  du  volume 
d'un  solide  quelconque,  lorsque  les  aires  des 
tranches  parallèles  croissent  comme  les  carrés 
des  distances  à  un  point  fixe  pris  sur  le  solide 
(48o). 

483.  Pour  trouver  la  solidité  d'un  polyèdre, 
on  prend  un  point  dans  son  intérieur  ;  par  ce 


Digitized  by  Googl 


DE  GÉOMÉTBIE.  27O 

point  et  par  les  arêtes ,  menant  des  plans ,  on 
partagera  le  polyèdre  en  autant  de  pyramides 
qu'il  a  de  faces  ;  la  somme  des  solidités  de  ces 
pyramides  donnera  la  solidité  du  polyèdre  ; 
mais  il  y  a  certains  polyèdres  dont  la  solidité 
se  détermine  d'une  manière  plus  abrégée. 

484.  {Fïg.  107.  )  La  solidité  de  la  pyra- 
mide triangulaire  tronquée  ABCDEF ,  est 
égale  à  la  somme  des  solidités  des  trois  pyra- 
mides, ayant  pour  hauteur  celle  du  tronc,  et 
pour  bases ,  celles  du  tronc  et  une  moyenne 
proportionnelle  entre  elles.  En  effet,  menant 
Je  plan  BDEF,  on  peut  détacher  du  tronc  la 
pyramide  BDEF,  c'est  la  première  pyjgmide  ; 
il  reste  la  pyramide  trapézoïdale  BDACF;  on 
la  décompose,  en  menant  le  plan  diagonal 
BFA  en  deux  pyramides  triangulaires  BACF 
et  BADF  ;  BACF  est  la  seconde  pyramide. 
Menons  par  le  sommet  B  dans  le  plan  ABD  une 
droite  parallèle  à  la  base  ADF  de  la  troisième 
pyramide,  alors  cette  pyramide  est  équivalente 
à  celle  qui  aurait  son  sommet  en  K ,  et  pour 
base  ADF,  ou  ce  qui  est  la  même  chose ,  qui  a 
son  sommet  en  A,  et  pour  base  DKF;  or,  l'on  a 

DEF  :  DKF  :  :  DE  :  DK  :  :  DE  :  AB  :  :  DF  :  AF  , 

et  les  angles  BAC,  KDF  étant  égaux . 

aire  DRF  :  aire  ABC  :  :  DRx  DF  ;  AB  X 

X  AC  :  DF  :  :  AC  ; 

donc     DEF  :  DRF  :  :  DKF  :  ABC. 

Ainsi ,  DKF  est  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  bases:  donc,  si  nous  dési- 
gnons par  H  la  hauteur  du  tronc,  par  B  sa 
base  inférieure,  par  B'  sa  base  supérieure ,  et 
par  S  sa  solidité ,  on  aura 
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S«=jH(B+B'  +  V~W). 
Exemple.  Soit  B  =  2otam 

B'  ==■  5rttu 
H  =  6to  ; 

on  aura  S=»  f  (  ao+5+  V  5  •  10) 

a  (  a5«f*io)»a  .  BS^o*»*11; 
ainsi  le  tronc  contiendra  70  mètre»  cubes. 

485.  La  même  expression  convient  aussi  à 
une  pyramide  polygonale  tronquée  ;  en  effet, 
les  bases  étant  semblables ,  menons  par  deux 
sommets  homologues  des  diagonales,  et  par 
les  diagonales  homologues,  des  pians  qui  dé- 
composeront le  tronc  polygonal  en  troncs  trian- 

fjulaires;  soient  a,  b,  c ,  d,  e  les  triangles  de 
a  base  supérieure,  et  a  ,  U ,  c1 ,  d ,  e'  les  tri- 
angles de  la  base  inférieure ,  H  la  hauteur  du 
tronc ,  S  la  solidité  cherchée ,  on  aura  (  484) 

S s=  jU(a+b+c+d+e+.  .  +  a'  +  b'  + 
+  c,  +  d+e\.  +  \/^+\/Tbr+ 

ou  S  =  ±H(B  +  B'  +  kW+ 

B  et  B'  désignent  les  aires  des  bases  ;  mais  Ton  a 

B 

a  :  a!  :  :  B  ;  B'  :  donc  a^al — , 
or     tfa'  =  _,et  \Zaaf  —af 
et  de  même  {/W=ti 
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donc'   Vâd  +  ]/  W+  V~iï . . .  = 

■  =Vb;J-  v/bb'! 

donc      S  =  iH(B+B'+^/BF). 

aSut /e  tro/ic  tffe  pyramide  polygonale, 

Voici  une  manière  plus  courte  de  trouver  sa 
solidité:  imaginer  unç  pyramide  triangulaire, 
de  base  équivalente  à  celle  de  la  pyramide 

Sol  y  go  n  aie  et  de  même  hauteur  >  et  placer  les 
eux  bases  sur  un  même  plan.  Si  Ton  prolonge 
le  plan  de  la  petite  base  du  tronc  polygonal, 
il  fera  dans  la  pyramide  triangulaire  une  sçction 
équivalente  à  la  petite  base ,  et  enlèvera  une 
petite  pyramide  triangulaire  équivalente  à  la 
petite  pyramide  polygonale  retranchée  :  donc , 
le  volume  du  tronc  triangulaire  est  équivalent 
à  celui  du  tronc  polygonal  :  donc,  etc. 

Cette  même  expression  est  celle  d'un  tronc 
d'un  solide  quelconque  compris,  entre  deux 
tranches  parallèles ,  lorsque  les  aires  des  tran- 
ches croissent  proportionnellement  à  leur* 
distances  à  un  point  fixe, 

486.  (Fig.  106.)  Si  le  plan  DSE  n'est  pas 
parallèle  à  la  base  BC  ,  on  obtient  un  prisme 
tronqué  ÀBCDSE  ;  on  le  décompose  comme  au 
numéro  48 1  >en  trois  pyramides  triangulaires 
SABC ,  DABC  et  SDCE.  Cette  dernière  pyra- 
mide est  équivalente  à  la  pyramide  BDCE ,  car 
elles  ont  même  base  DCE,  et  les  sommets: 
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S ,  B  sont  sur  une  droite  parallèle  à  la  base 
(48o);  la  pyramide  BCDE  est  équivalente  à  la 
pyramide  AECB.  Elles  ont  même  base  ECB  ;  et 
leurs  sommets  D  et  A  sont  sur  une  droite  paral- 
lèle à  cette  base  :  donc  la  solidité  du  prisme 
tronqué  est  équivalente  à  la  somme  des  trois 
pyramides,  ayant  pour  base  celle  du  prisme 
et  pour  sommets  ceux  de  la  section.  Désignons 
par  H ,  H',  H"  les  distances  des  trois  sommets 
de  la  section  à  la  base ,  et  par  B  Taire  de  cette 
base ,  et  par  S  la  solidité  du  prisme  triangulaire 
tronqué,  on  aura 

S  =  |B(H+H'+H"). 
487.  Lorsque  le  prisme  est  polygonal ,  on  le 
décompose  en  prismes  triangulaires,  et  on 
calcule  à  part  la  solidité  de  chaque  prisme, 
ensuite  on  en  fait  la  somme. 


Solidités  des  polyèdres  semblables. 

488.  Les  solidités  de  deux  pyramides  tri- 
angulaires semblables  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  des  côtés  homologues;  car  soient 
B,  B'  les  bases,  H  et  H'  les  hauteurs,  S  et  S' 
les  solidités  des  deux  pyramides,  on  aura 

B:B'::H':H''  (478)î 
H  :  H'  :  :  H  :  H'. 

Multipliant  ces  deux  proportions,  il  vient 

BH  :  BIT  :  :  H3  :  H'3. 
Or,  S:  S'  ::  BH  :  B'H' (48*): 

donc  S  :  S'  :  :  H3  :  H'3. 

Les  deux  solidités  sont  donc  entre  elles 

comme  les  cubes  des  hauteurs;  mais  les  côtés 

homologues  sont  proportionnels  aux  hauteurs  : 
donc  
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489.  Les  solidités  de  deux  pyramides  poly- 
gonales semblables  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  des  hauteurs  ;  car  on  peut  décom- 
poser les  deux  pyramides  en  un  même  nombre 
de  pyramides  triangulaires  semblables,  et  en 
raisonnant  comme  au  numéro  291  ,  on  dé- 
montre ,  etc. 

490.  Deux  polyèdres  semblables  peuvent  se 
décomposer  en  un  même  nombre  de  pyramides 
semblables  (45i)  :  donc  les  solidités  de  deux 
polyèdres  semblables  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  des  côtés  homologues. 

Exemple.  Soient  deux  polyèdres  semblables 
A  et  A' ,  dont  les  côtes  homologues  sont 
comme  1  :  2  ;  si  on  veut  entourer  les  arêtes 
des  deux  polyèdres  avec  du  fil ,  il  faudra  deux 
fois  plus  de  longueur  de  fil  pour  A'  que  pour 
A  ;  si  on  voulait  couvrir  de  papier  les  surfaces 
des  deux  polyèdres ,  il  en  faudrait  quatre  fois 
plus  pour  A'  que  pour  A;  et  A'  contient  huit 
fois  plus  de  mètres  cubes  que  A,  et  pèse  huit 
fois  plus  que  A ,  si  les  deux  sont  de  même 
matière. 

Ainsi,  dans  deux  polyèdres  semblables,  les 
périmètres  ou  les  sommes  des  arêtes  sont  entre 
eux  comme  les  côtés  homologues;  les  surfaces 
sont  entre  elles  comme  les  carrés  de  ces  côtés , 
et  les  solidités  comme  leurs  cubes. 

Toise  des  solides. 

49 *•  Dans  le  système  de  mesures  aujourd'hui 
en  usage,  l'unité  du  volume  pour  les  solides 
est  le  mètre  cube  ou  le  stère  ;  mais  pour  mesurer 
la  solidité  des  vases  destinés  à  recevoir  les 

24 
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liquides  ou  les  grains ,  ce  qu'on  appelle  aussi 
leur capacité ,  on  prend  pour  unité  le  litre 
ou  le  décimètre  cube;  c'est-à-dire  un  cube 
qui  a  un  décimètre  de  côté;  de  sorte  que 
le  mètre  cube  contient  mille  litres.  Pour  les 
unités  multiples  >  on  se  sert  des  trois  déno- 
minations tirées  du  grec,  déca,  hecto ,  kilof 
et  pour  les  subdivisions  des  trois  dénomina- 
tions latines ,  deci ,  centi ,  milli.  Le  calcul  n'est 
sujet  à  aucune  difficulté  ;  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  l'ancien  système  formé  sur  la  toise: 
alors  on  était  obligé ,  pour  abréger  les  cal- 
culs J  de  recourir  à  diverses  méthodes  que  nous 
allons  faire  connaître, 

■ 

PREMitRE  METHODE  • 

Cuber  par  toises  cubes  et  pieds  cubes ,  etc. 


49*.  Une  toisQ  cube  est  un  cube  qui  a 
pour  côté  une  toise;  on  1  écrit  ainsi  iTTT-  Un 
pied  cube  est  un  cube  qui  a  pour  côté  un  ptaji 
on  l'écrit  ainsi  ippp,  et  ainsi  des  autres  divi- 
sions ,  et  l'on  a 

iTTT  ai6PPP, 
IPPP  =  I728PPP, 
ïPPP       IH%8^  ? 
I,l,=  I«j28Pl9PtoPe*. 

Supposons  qu'on  aitun  parallélipipède  ayant 
ces  trois  dimensions  : 

Longueur  .  .  .  2T  .  4P  .  8p  =  200P. 

Largeur  iT  .  3p         =  108p. 

Hauteur  3T  .  5P  .  7p  =  *M9- 

Et  réduisant  tout  en  pouces,  unités  delà 
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plus  petite  espèce ,  on  aura ,  pour  Ja  solidité 
cherchée , 

S  =  200  x  108  X  283  =  61  i*8ooppp  = 
=  3537PPP  +  864ppp  s  i6T™  .  81PPP  .  864ppp. 

DEUXIÈME  MÉTHODE. 

Toites  cubes  ,  toise-toise  pied. 

493.  La  toise-toise  pied,  ou  iTtp?  est  un 
parallélipipède  qui  a  une  toise  carréf  de  base 
et  un  pied  de  hauteur  ;  la  toise-toise  pouce , 
ou,  iTTp^  et  un  parallélipipède  qui  a  une  toise 
carrée  de  base  et,un  pouce  de  hauteur,  et 
ainsi  de  suite.  Cette  explication  suffit  pour 
comprendre  le  tableau  suivant  : 

jTTT  _  gTTP 

,TTP  ~~  12TTP  =  36ppp  =î  fTTT  , 

jTTp  —  i^TTl  _  3PPP           '  TTP 

jTTl  _  ,  2TTpts_  iPPP  _  Jl.TTP  ^32!11 

Soit  encore  à  évaluer  le  parallélipipède  du 
numéro  49a. 

On  multiplie  la  longueur  par  la  largeur ,  en 
se  servant  des  parties  al  iquotes,  comme  il  a  été 
expliqué  (page  91  ) ,  et  on  trouve 

(aT  .  4P  -8*  )  (i* .  3*  )  =  4™ .  iTP  .  GTp. 

On  multiplie  cette  aire  par  la  hauteur,  et 
toujours  en  prenant  des  parties  aliquotes.  Con- 
formément au  tableau ,  on  aura 

S  =  i6Trr  .  2TTP  .  3TTP  .  aTT1. 
Pour  réduire  maintenant  en  pieds  cubes  , 
pouces  cubes,  il  suffit  de  consulter  encore  le 
tableau;  on  obtient,  comme  ci-dessus, 

,6TTT.  81  w  .  864PPP. 
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494-  Dans  l'architecture  civile  et  militaire 
on  se  servait  encore  d'une  troisième  espèce 
d'unité ,  de  la  solive.  On  nommait  ainsi  un  pa- 
rallélipipède  de  trente-six  pouces  d'équarris- 
sage  et  d'une  toise  de  haut.  Cette  solive-toise 
se  divise  en  six  parties ,  ou  pied  de  solive  ;  pa- 
rallélipipède  de  mêmeéquarrissage,  et  n'ayant 
qu'un  pied  de  hauteur ,  et  conservant  toujours 
la  base.  Le  pouce  de  solive  a  un  pouce  de  hau- 
teur, etc.  Il  est  facile  de  voir  comment  on 
peut  réduire  les  toises  cubes ,  pieds  cubes  en 
solives ,  et  réciproquement.  Ces  mesures  ne 
sont  plus  en  usage  ;  nous  n'entrons  dans  ces 
détails  que  pour  donner  des  exercices  de  calcul 
et  faire  sentir  l'immense  avantage  du  système 
métrique  décimal, 

SURFACES  COURBES  DEVELOPPA BLES. 

Cylindres  et  surfaces  cylindriques. 

4q5.  {Fig  :o8.)  Le  cylindre  ABLM  est  une 
surface  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite,  qui  reste  toujours  parallèle  à  elle- 
même,  et  qui  est  assujettie  à  suivre  le  contour 
ACMD  d'un  cercle.  On  voit  que  le  cylindre 
a  la  même  génération  que  le  prisme  (page  260)  ; 
sa  ligne  directrice  est  un  cercle,  tous  les  points 
de  la  droite  décrivent  des  cercles  égaux  et  pa- 
rallèles, et,  par  analogie,  on  nomme 

Bases  du  cylindre ,  les  cercles  parallèles 
ACMD,  BNLK  qui  terminent  la  surface  ; 

Hauteur  du  cylindre  ,  la  distance  des 

bases  ; 

Coté  du  cylindre ,  la  longueur  AB  de  la 
droite  génératrice. 


■ 
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496.  Au  lieu  de  prendre  une  circonférence 
pour  directrice  du  mouvement,  on  peut  pren- 
dre une  autre  courbe,  telle  qu'une  ellipse, 
une  parabole,  etc.,  et  on  aurait  un  cylindre 
elliptique,  parabolique,  etc.  On  a  donné  à 
toutes  ces  surfaces,  qui  ont  le  même  mode  de 
génération ,  le  nom  de  surfaces  cylindriques  : 
ainsi  le  cylindre  est  une  surface  cylindrique. 
Mais  toute  surface  cylindrique  n'est  pas  néces- 
sairement un  cylindre. 

La  droite  mobile  porte  le  nom  de  ligne  gé- 
nératrice. 

C'est  ainsi  que  Taxe  de  la  terre ,  conservant 
presque  toujours  même  direction  dans  l'espace, 
y  décrit  une  surface  sensiblement  cylindrique 
et  elliptique ,  car  la  directrice  est  l'ellipse  que 
le  centre  de  la  terre  décrit  annuellement 
autour  du  soleil. 

497.  Tous  les  raisonnemens  qu'on  a  faits 
pour  les  prismes  peuvent  aussi  s'appliquer  aux 
surfaces  cylindriques,  et  on  a  déduit  les  con- 
clusions suivantes  : 

i°  En  coupant  une  surface  cylindrique  par 
un  plan  parallèle  à  la  base,  la  section  est  égale 
à  cette  base. 

20  Si  le  plan  coupant  n'est  pas  parallèle  à 
la  base ,  on  obtient  une  ligne  7  qu'on  peut 
aussi  considérer  comme  une  directrice. 

3°  La  surface  convexe  est  égale  au  périmètre 
de  la  section  perpendiculaire  au  côté  multiplié 
par  le  côté. 

4°  La  solidité  d'un  volume  cylindrique  est 
égale  à  l'aire  de  la  base  multipliée  par  la  hau- 
teur. 
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Soit  donc  un  cylindre  :  désignons  par 

R ,  le  rayon  de  la  base  ; 
H ,  la  hauteur  ; 
S ,  la  solidité  ; 

w,  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

On  aura 

S  =  *R*H. 

498.  Le  cylindre  est  droit  lorsque  le  côté 
est  perpendiculaire  à  la  base.  Dans  tout  autre 
cas,  il  est  oblique.  Ainsi,  en  faisant  tourner 
un  parallélogramme  rectangle  autour  d'un  de 
ses  côtés,  celui  qui  est  opposé  au  côté  fixe 
décrit  un  cylindre  droit  ;  les  côtés  adjacens 
décrivent  les  bases. 

499.  Soit  un  cylindre  droit  R=287m 

L  =  ioom=hauteur 

on  aura 

A=27r  •  287  .  100=1804  •  100=  180400™ 
T=  180400+  2  . 258870=698140™ 
S=i29{35oommin. 
A=surface  convexe 
T=surface  totale. 

5oo.  Deux  surfaces  quelconques  sont  sem- 
blables, lorsqu'on  peut  les  placer  de  manière 
à  avoir  un  centre  de  similitude  ,  c'est-à-dire 
un  point  tel  que  toutes  les  droites  menées  de 
ce  point  soient  coupées  proportionnellement 
partes  deux  surfaces  :  de  là  on  conclut  que  , 

i°  Deux  surfaces  cylindrique  sont  sembla- 
bles lorsqu'elles  ont  des  bases  semblables  ,  et 
des  côtés  également  inclinés  sur  les  bases  et 
proportionnels  à  des  lignes  homologues  dans 

ces  bases. 
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i°  Deux  cylindres  sont  semblables  lorsque 
les  rayons  des  bases  sont  entre  eux  comme  les 
cotés  également  inclinés  sur  la  base  et  sur 
le  rayon. 

3°  Les  aires  totales  et  les  aires  convexes  de 
deux  cylindres  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  rayons ,  des  côtés  ou  des 
hauteurs, 

4°  Les  solidités  de  deux  cylindres  sembla- 
bles sont  entre  elles  comme  les  cubes  des 
rayons ,  des  côtés  ou  des  hauteurs. 

Plan  tangent. 

Soi.  [Fig.  108.  )  Si  on  coupe  la  surface  cy- 
lindrique par.  un  plan  parallèle  à  la  ligne  gé- 
nératrice 9  la  section  est  un  parallélogramme 
SAOL  ;  le  côté  SR  est  une  sécante  relative- 
ment à  la  ligne  directrice  ARDS  ;  en  menant 
une  suite  de  plans  parallèles ,  on  parviendra  à 
un  plan  qui  rencontrera  la  base  suivant  la 
tangente  DY  \  et  les  deux  côtés  RL ,  SO  ,  se 
réunissent  en  un  seul  côté  DK.  Ce  plan  VDK 
est  tangent  a  la  surface  ;  il  n'a  de  commun 
avec  elle  que  la  génératrice  DR  :  tous  les 
autres  points  du  plan  sont  situés  hors  de  la 
surfade.  La  droite  DR  est  la  ligne  de  contact  ; 
tous  les  points  situés  sur  cette  droite  ont  le 
même  plan  tangent.  En  effet ,  soit  I  un  de 
ces  points ,  menons  un  plan  parallèle  à  la 
base  :  la  section  sera  une  courbe  égaie  à  cette 
base,  et  la  tangente  à  cette  section  en  I  est 
parallèle  à  la  tangente  DV  :  donc  les  deux 
plans  tangens  passant  par  D  et  par  I  ne  font 
qu'un  seul  et  même  plan. 

5oa.  PaoBLfiftiE  XCIX.  Par  un  point  donné 
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sur  une  surface  cylindrique ,  mener  un  plan 
tangent  à  cette  surface  ? 

Solution.  Par  ce  point  passe  nécessairement 
une  génératrice  ;  menez  par  ce  point,  mais 
non  suivant  la  génératrice  ,  un  plan  quelcon- 
que :  il  coupera  la  surface  suivant  une  ligne  ; 
menez  par  le  point  donné  une  tangente  à  cette 
section:  elle  détermine ,  avec  la  génératrice, 
la  position  du  plan  tangent  ;  car  toute  sec- 
tion faite  dans  une  surface  cylindrique  peut 
être  considérée  comme  une  directrice  (  497)* 

Autre  solution.  Par  le  point  donné  ,  menez 
la  génératrice ,  que  vous  prolongez  jusqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  la  base  ;  menez  par  le  point 
de  rencontre  une  tangente  à  cette  base:  elle 
détermine  ,  avec  la  génératrice  ,  la  position  du 
plan  tangent. 

Si  on  mène  un  plan  qui  coupe  le  cylindre 
suivant  une  ligne  courbe  ,  et  le  plan  tangent 
suivant  une  droite  ,  celle-ci  sera  évidemment 
tangente  à  la  courbe  ;  car,  si  elle  était  sécante, 
le  plan  tangent  serait  aussi  sécant;  donc  

503.  Problème  C.  (  Figure  108.)  Par  un 
point  donné  M  ,  hors  d'une  surface  cylin- 
drique ,  mener  un  plan  tangent  à  cette  sur- 
face ? 

Solution.  Menez  MX  parallèle  à  la  généra- 
trice ;  par  le  point  X ,  où  elle  rencontre  le 
plan  de  la  base,  menez  une  tangente  à  la 
circonférence  de  la  base  :  le  plan  MXZ  est  le 
plan  tangent  demandé;  il  touche  évidemment 
suivant  la  génératrice  qui  passe  par  Z. 

504.  Si  la  directrice  est  un  cercle,  une  el- 
lipse ,  etc.  ,  on  pourra  mener  par  le  point  X 

•X  î£nSentes>  et  par  conséquent  par  le 
point  M  deux  plans  tangens  à  la  surface. 


Digitized  by 


DE  GÉOMÉTRIE.  1lS5 

Si  M  est  un  point  lumineux,  la  portion 
convexe  du  cylindre  interceptée  entre  les 
deux  plans  tangens,  est  la  partie  éclairée  , 
l'autre  partie  est  dans  l'ombre. 

Si  M  est  la  position  de  l'œil  d'un  specta- 
teur, la  portion  convexe  interceptée  est  la 
partie  vue ,  et  l'autre  partie  n'est  pas  vue. 

Développement  du  cylindre. 

5o5.  {Fig.  109.)  Soit  BAM  une  surface 
cylindrique,  ou  ,  pour  fixer  les  idées,  un  cy- 
lindre droit ,  à  laquelle  on  a  mené  le  plan  tan- 
gent KDRV,  la  droite  de  contact  DK  étant 
perpendiculaire  sur  le  plan  de  la  base  ,  le  plan 
tangent  est  aussi  perpendiculaire  à  cette  base; 
menons  dans  le  plan  tangent  une  suite  de 
droites  parallèles  à  celle  de  contact  DR  ;  sup- 
posons maintenant  que  DK  restant  fixe  on 
plie  le  plan  langent  pour  l'appliquer  sur  la 
surface  ,  la  tangente  DV  s'enroulera  autour 
de  la  base  DMA. ,  et  les  parallèles  tracées 
dans  le  plan  tangent  se  confondront  succes- 
sivement avec  les  génératrices  du  cylindre  ,  de 
sorte  que  le  plan  s'enveloppera ,  par  plicature 
et  sans  rupture,  autour  de  la  surface  courbe, 
et  réciproquement  la  surface  du  cylindre  peut 
se  développer  sur  une  surface  plane;  on  ap- 
pelle surfaces  dèveloppables ,  celles  qui  jouis- 
sent de  cette  propriété. 

Comme  dans  toute  surface  cylindrique  on 
peut  faire  une  section  perpendiculaire  à  la 
ligne  génératrice,  il  s'ensuit  qu'une  surface 
cylindrique  quelconque  est  développable.  On 
peut  encore  se  représenter  le  développement 
d'une  autre  manière  ,  soit  Ar,  A*,  A3,  A4,  As» 
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des  génératrices  très-rapprochées  qui  se  sui- 
vent sur  la  surface  ;  et  B, ,  Ba,  B3,  «4,  B5,  les 
y  plans  tangensqui  passent  par  ces  génératrices  , 
et  qui ,  se  coupant  nécessairement  suivant  des 
droites  parallèles  à  ces  génératrices ,  forment 
un  prisme  oirconscrit  au  cylindre  ;  plus  les 
lignes  Ai,  A*,  A3,  seront  rapprochées,  et 
moins  la  surface  prismatique  différera  de  la 
surface  cylindrique  ;  faisons  tourner  B',  autour 
de  son  intersection  avec  B2 ,  jusqu'à  ce  que  les 
deux  plans  n'en  forment  plus  qu'un  seul  plan 
C.  Concevons  que  celui-ci  tourne  autour  de 
l'intersection  ae  Ba  avec  B3,  jusqu'à  ce  qu'il 
ne  fasse  qu'un  seul  plan  D  avec  B3  ;  on  Fera 
tourner  D  autour  de  l'intersection  de  B3  avec 
B4,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  que  G  est  la  réu- 
nion des  plans  B(,  Ba;  que  D  est  la  réunion 
des  plans  B,,  Ba,  B3.  Le  dernier  plan  sera  la 
réunion  de  toutes  les  faces  prismatiques,  elle 
ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  surface 
cylindrique. 

Les  volets  brisés  aux  fenêtres  donnent  une 
idée  de  ce  genre  de  mouvement. 

Les  surfaces  développables  sont  précieuses 
dans  les  arts ,  car  on  peut  les  exécuter  à 
L'aide  de  feuilles  planes.  On  en  a  de  fréquens 
exemples  devant  les  yeux  :  c'est  ainsi  que  les 
tuyaux  des  poêles  sont  des  surfaces  cylindri- 
ques qu'on  confectionne  avec  les  feuilles  pla- 
nes de  tôle. 

Hélice  cylindrique. 

5o6.  ( Fig.  109.)  Traçons,  dans  le  nlan  tan- 
cent DR,  une  droite  quelconque  DU  inclinée 
sur  la  tangente  DV.  Lorsque  le  plan  s'appli- 
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quera  sur  la  surface ,  la  droite  s'y  enroulera 
également ,  et  y  trace  une  courbe  nommée 
hélice  cylindrique  ;  prenant  les  arcs  DP,  DP', 
DP",  etc.,  égaux  aux  longueurs  DP,  DP',  DP" 
prises  sur  la  tangente  DV  ;  et  prenant  sur  les 
arêtes  correspondantes  du  cylindre  les  parties 
PJV,  P'N',  P"JV",  égales  à  PM,  PM',  etc., 
les  points  N,  N',  N",  appartiendront  à  cette 
courbe.  Lorsque  la  droite  DV  sera  entière- 
ment enroulée  autour  de  la  circonférence, 
alo«  V  (  Fig.  109)  sera  revenu  en  D ,  et  l'on 
aura  DU'  égale  à  VU  :  mais  on  peut  prolon- 
ger la  ligne  DV  et  commencer  un  second  en- 
roulement ,  et  la  droite  UX  tracera  sur  le  cy- 
lindre une  seconde  portion  d'hélice  UR'S'O7, 
égale  et  applicable  à  la  première,  et  ainsi  de 
suite.  Chaque  portion  d'hélice  se  nomme  spire, 
et  la  distance  DU',  entre  le  commencement!) 
et  la  fin  U'  d'une  spire ,  se  nomme  hauteur  ou 
pas  de  f  hélice. 

507.  {Fig.  109.)  Soient  R  le  rayon  du  cy- 
lindre ,  H  la  hauteur  DU  ou  VU  de  l'hélice, 
on  aura 

DV  =  circonf .  R  =  i  n  R 

UV  H 

tangente  UDV»^^ 

ÙD  V  est  l'angle  constant  que  fait  l'hélice  avec 
le  plan  de  la  base  ;  lorsque  cette  incliuaison 
est  nulle  ,  l'hélice  devient  une  circonférence; 
lorsque  cet  angle  est  droit,  l'hélice  est  une 
droite,  de  sorte  que  la  droite  et  la  circon- 
férence sont  les  deux  limites  de  l'hélice. 

5o8.  Problème  CI.  Par  un  point  N"  sur 
l'hélice  ,  menez  une  tangente  à  l'hélice. 

Solution.  Mené*  l'arête  U"F'?  par  P"  oh 
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cette  arête  rencontre  la  base,  menez  une  tan- 
gente à  la  circonférence  de  la  base  ;  prenez 
sur  cette  tangente  une  longueur  P"T'  égale 
à  l'arc  DPP'P  ,  si  c'est  la  première  spire  ;  ou 
bien  à  cet  arc  augmenté  d'une  circonférence, 
si  c'est  la  deuxième  spire  ;  de  deux  circonfé- 
rences ,  si  c'est  la  troisième  spire  ;  menez  TU"  : 
ce  sera  la  tangente  demandée,  car  TU"  sera 
la  direction  de  la  droite  enveloppante  DU. 

On  voit  donc  qu'en  chaque  point  de  l'hélice, 
la  tangente  fait  le  même  angle  avec  la  base , 
et  aussi  avec  les  arêtes  du  cylindre. 

509.  Une  hélice  est  donc  entièrement  dé- 
terminée ,  quand  on  connaît  l'angle  d'in- 
clinaison UDV;  lorsque  deux  angles  généra- 
teurs sont  supplémens  l'un  de  l'autre  ,  on  ob- 
tient deux  hélices  égales  par  symétrie ,  et  qui, 
quoique  de  même  longueur ,  ne  pourront  s  ap- 
pliquer l'une  sur  l'autre  ;  les  deux  hélices  ne 
diffèrent  qu'en  ce  que  l'une  tourne  de  droite 
à  gauche  ,  et  l'autre  de  gauche  à  droite. 

5 10.  Problème  CH.  Par  deux  points  D  et 
U"  donnés  sur  un  cylindre ,  faire  passer  une 
hélice  ? 

Solution.  Menez  l'arête  U"P"et  la  tangente 
P"T"  ;  si  U"  doit  être  sur  la  première  spire , 
prenez  P'T  égale  à  l'arc  DP",  et  menez  TU"  ; 
l'angle  U'  T.  P"  sera  l'angle  d'inclinaison  cher- 
chée ;  si  U"  est  sur  la  seconde  spire ,  il  faut 
augmenter  T"P"  d'une  longueur  de  circonfé- 
rence. Ainsi ,  par  deux  points  pris  sur  un  cy- 
lindre ,  on  peut  faire  passer  une  infinité  d'hé- 
lices ,  le  plus  petit  angle  d'une  hélice  est  ce- 
lui qui  a  lieu  lorsque  les  deux  points  sont  sur 
une  même  spire  ,  et  alors  Tare  d'hélice  est  le 
plus  court  de  tous  ceux  qui  passent  par  les 
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mêmes  points,  et,  en  général  ,  le  plus  court 
chemin  pour  aller  d'un  point  D  à  un  autre 
N",  sur  le  cylindre  ,  en  restant  sur  sa  surface , 
c'est  la  portion  de  première  spire  qui  passe  par 
ces  deux  points;  car  ce  chemin  étant  déve- 
loppé, devient  une  droite  DN"  {jig.  109), 
tandis  que  tout  autre  chemin  étant  déve- 
loppé ,  devient  une  courbe  passant  par  les 
mêmes  points  D  et  N"  {fig.  109);  or,  la 
droite  est  plus  courte  que  la  courbe ,  etc. 

Ainsi ,  l'hélice  jouit  sur  le  cylindre  de  la 
même  propriété  dont  jouit  la  droite  sur  la  sur- 
face plane  ;  l'hélice ,  le  cercle  et  la  droite , 
ont  encore  la  propriété  en  commun  d'avoir 
toutes  les  parties  de  même  longueur  égales 
et  applicables  ,  avec  cette  différence  que  Thé- 
lice  admet  aussi  une  égalité  par  symétrie. 

5io.  On  démontre  qu'il  est  impossible  de 
faire  passer  un  plan  par  quatre  points  sur  la 
même  spire  ,  quelque  rapprochés  que  soient 
ces  points  ;  les  courbes  qui  jouissent  de  cette 
propriété  portent  le  nom  de  courbes  à  double 
courbure  ainsi ,  l'hélice  est  une  courbe  à 
double  courbure. 

Cônes  et  surfaces  coniques. 

5n.  {Fig.  110.)  Le  cône  est  une  surface 
engendrée  par  une  droite  SA,  passant  con- 
stamment par  le  point  S ,  et  assujettie  à  suivre 
le  contour  du  cercle  AMNOP ,  qu'on  nomme, 
par  cette  raison,  ligne  directrice*  Le  point 
Fixe  S  se  nomme  sommet  ou  centre  du  mou- 
vement ;  la  droite  mobile  pouvant  être  indé- 
finiment prolongée  des  deux  côtés  du  sommet, 
la  surface  quelle  engendre  se  compose  de 

a5 
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deu*  partie»  SAMNO ,  SA'M'N'(y  réunis  au 
point  S  ;  chacune  de  ces  parties  se  nomme 
nappe  de  la  surface  conique  ;  on  les  distin- 
gue par  les  épithètes  de  supérieure  et  dHn - 
férimre ,  d'après  leur  position  ;  chaque 
nappe  s'étend  à  l'infini  dans  l'espace  ;  lors- 
qu  on  ne  considère  qu'une  portion  $e  nappe 
interceptée  par  le  plan  AMJNOP,  cette  ligne 
d'intersection  prend  le  nom  de  base ,  et  la 
hauteur  du  cône  est  la  perpendiculaire  SQ 
abaissée  du  spmmet  S  sur  la  nase. 

5ii.  En  général,  une  surface  conique  est 
engendrée  par  le  mouvement  d'pne  droite , 
qui  passe  constamment  par  un  même  point, 
et  qui  est  assujettie  à  passer  par  une  eourbe 
quelconque  qu'on  nomme  direçtriee. 

On  voit  donc  que  le  plan  est  une  surface  co- 
nique, dont  la  ligne  directrice  est  une  droite  ; 
la  pyramide  est  une  surface  conique,  dont 
la  ligne  directrice  est  un  polygone. 

5 1 3-  (  Fig.  i  n  )  Le  cône  droit  est  celui  qui 
a  pour  base  un  cercle  ,  dont  le  centre  Q  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  som- 
met; les  lignes  telles  que  SA  se  nomment 
côtés  du  cône,  et  la  perpendiculaire  SQ  est 
l'axe  du  c^ne:  ainsi  le  cône  droit  peut  être 
regardé  comme  engendré  par  l'Uypothénuse 
SB  d'un  triangle  rectangle  SBQ  \  tçurnant 
autour  du  côte  SQ  de  l'angle  droit. 

Aire  du  cône  droit. 

5i4.  ( Fig.  ni.)  En  considérant  la  circon- 
férence A  MBA  comme  un  polygone  régulier 
d'une  infinité  de  petits  côtés.,  lé  cône  devient 
une  pyramide  régulière  dwt  l'pire  est  égale 
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à  là  moitié  du  côté,  multipliée  par  la  circon- 
férence de  la  base  (459);  soit  donc  L  la  lon- 
gueur du  côté  ,  R  le  rayon  de  la  base*  et  À 
Taire  convexe  du  cône  ,  oh  aura 

A  =  i  7t  L  R. 
Cette  proposition  se  démontre  facilement 
par. le  principe  des  limites  $  pour  abréger, 
nous  avons  adopté  la  forme  mnémonique  de 
ce  principé  j  voir  aussi  là  proposition  2  de  la 

515.  Par  le  milieu  I  de  SB  ,  menorls  un 
plan  parallèle  à  la  base  ,  on  aura  10  =  \  BQ ^ 
et  par  conséquent  ci*4;  10  =  7  cir.  BQ  :  donc, 
l'aire  du  feôtte  est  égale  à  son  côté  rilultiplié 
par  la  circonférence  que  décrit  le  milieu  dè 
cfecôté  (5r4). 

516.  Menôrts  par  I  la  perpendiculaire  IV  à 
SB;  les  triangles  IOV,  SBQ,  ayaht  les  côtés 
perpendiculaires  (ai  1)  *  sotit  semblables  1  ou  a 
donc 

SB  :  VI  s:SQ:OI; 
de  là      SB  i  1  7T  .  VI  :  :  SQ  :  2  tt  >  01 5 

oti  bien  SB  i  circonf.  VI  ::  SQ  :  circonf.  01 5 
dddc  SB  x  ch'fconf.  01  =  SQ  X  circonf.  VL 
Mais  SB  X  circonf.  01  est  égalé  à  Faire  dil 
côbê  :  donc  cette  aire  est  âitssi  égale  à  la  hau- 
teur SQ  *  iôultipliée  par  la  circonférencte  qui 
a  pour  râyon  la  partie  de  là.  perpendiculaire 
élevée  sur  le  AilieU  du  côté,  interceptée  entre 
ce  côté  et  Taxe. 

517.  (JFigi  1 12.)  Si  on  coupe  tîn  éôtie  par 
un  plan  COD  parallèle  à  !a  base ,  et  qu'on  en- 
lève Je  cône  supérieur  SDO  ,  la  partie  qui 
reste  kë  nomme  cône  tronqué  ou  trône  de  côhe. 

ÔiB*  Supposons  un  trotte  de  côde  droit  y 
menons  BM  perpendiculaire  Sur  le  côté  SB  , 
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et  égal  en  longueur  à  la  circonférence  QB  ;  ! 
après  avoir  mené  SM ,  élevez  en  C  la  perpen- 
diculaire CN .  elle  aura  même  longueur  que  la 
petite  base  GO;  en  effet,  Ton  a  les  proportions 

OC  :  QB  :  :  SC  :  SB 
CN  :  BM  :  :  SC  :  SB  ; 
donc  OC  :  QB  :  :  CN  :  BM  ; 

et        3  7T  .  OC  :  2  7T  .  QB  :  :  CN  :  BM  ; 

ou       cire.  OC  :  cire.  QB  :  :  CN  :  BM; 

or  BM  =  cire.  BQ  par  construction  :  donc 

CN  =  circ.OC. 

ôiç.  L'aire  du  triangle  SBM  est  es; aie  à  7 
SB  X  BM  =  |  SB  .  cire.  BQ  :  donc  l*aire  du 
triangle  SBM  est  équivalente  à  l'aire  du  cône 
SBC;  de  même  l'aire  du  triangle  SCN  est 
équivalente  à  Taire  du  cône  SCD  ;  il  s'ensuit 

3ue  l'aire  du  cône  tronqué  est  égale  à  celle 
u  trapèze  CNBM ,  ou  bien  à  |  CB  (BM  +  CN) 
=  CB  (cire.  BQ  +  circ.  CO)  ;  donc,  l'aire  d'un 
cône  tronqué,  non  compris  les  bases,  est  égale 
à  la  moitié  du  côté  multiplié  par  la  somme 
des  deux  circonférences,  ou  par  le  côté  mul- 
tiplié par  la  demi-somme  des  deux  circonféren- 
ces de.  ses  bases. 

5ao.  [Fig-  112.  )  Si  par  le  milieu  I  de  CB, 
on  mène  ]R  perpendiculaire  sur  CB  ,  et  un 

Ï>lan  parallèle  à  la  base ,  on  aura  IR  =  cire  ' 
T  ;  or ,  l'aire  du  trapèze  CNBM  est  égale  à 
CB  X  IR  (a65);  donc,  Taire  du  cône  tron- 
qué est  égale  au  côté  ÇB,  multiplié  par  la 

circonférence  1T ,  que  décrit  le  milieu  de  ce 
côté. 

52i.  Soit  élevée  la  perpendiculaire  IV  sur 
CB  ,  et  abaissée  la  perpendiculaire  CP  y  les 
triangles  I VT ,  CPB  ayant  les  côtés  perpendi- 
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eu (aires,  étant  semblables,  fournissent  la  pro- 
portion 

CB  :  IV  :  :  CP  :  IT  ; 
de  là      CB  :  2  7r  .  IV  :  :  CP  :  In  .  IT; 

ou  bien  CB  :  cire.  IV  :  :  CP  :  cire.  IT  ; 

et  CBxcirc.  IT=CPxcirc.  IV=OQxcirc.IV. 

L'aire  du  cône  tronqué  est  donc  encore  égale 
à  sa  hauteur  OQ ,  multipliée  par  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  rayon  la  partie  de  la  per- 
pendiculaire élevée  sur  le  milieu  du  côté  et 
interceptée  entre  ce  côté  et  Taxe. 

Aire  du  cône  oblique. 

5m.  On  ne  peut  trouver  une  expression 
simple  pour  déterminer  Taire  de  la  surface 
convexe  du  cône  oblique;  pour  la  pratique, 
il  suffit  de  décomposer  la" circonférence  en  arcs 
assez  petits  pour  qu'on  puisse  sensiblement 
les  considérer  comme  des  droites  :  alors  la  sur- 
face du  cône  s'évalue  comme  celle  d'une  pyra- 
mide qui  n'est  pas  régulière  (458)  (Note  16). 

m 

Solidité  du  cône. 

5^3.  (Fig*  lia.)  En  considérant  le  cône 
comme  une  pyramide  d'une  infinité  de  faces  , 
on  trouve  de  suite  que  la  solidité  du  cône  est 
égale  à  l'aire  de  sa  base ,  multipliée  par  le  tiers 
de  sa  hauteur  (5i4)- 

5^4.  Soit  BQ  =  R,  SQ  =  H,  V  le  volume 
du  cône  SBE ,  on  aura 

V  =  |H.7rR^  =  |7rHR^  =  i7rR-iHR; 

or  cire.  IT  =  7r  R  ; 

et  j  HR  =  aire  du  triangle  SQB. 
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Donc  la  solidité  du  côde  droit  est  égale  à 
l'aire  du  triangle  générateur ,  multiplié  par  les 
7  de  la  circonférence  que  décrit  le  milieu  du 
côté. 

Solidité  du  eônê  ttvhqïiè* 

5*5.  [Figé  lia.)  La  solidité  du  côae  tron-* 
que  CDBfi  est  égale  à  celle  du  cône  SBE, 
moins*  celle  du  cône  SDC  ;  la  sblidité  du  cône 
SBE  est  équivalente  à  celle  d'une  pyramide 
qui  aurait  même  hauteur  que  le  cône,  et  une 
base  équivalente  (4&*)}  &î>  à  uifé  distance  du 
sommet  de  cette  pyramide ,  égale  à  SO ,  on 
mène  »n  plan  parallèle  à  sa  base ,  dnr  obtient 
une  section  équivalente  à  Faite  du  cercle  CD  t 
dooe  la  solidité  de  la  petite  pyrattaicte  sera 
équivalente  à  celle  du  petit  eône;  et,  pat* 
conséquent,  la  solidité  du  tronc  éSt  égale  à 
celle  du  tronc  de  pyramide  \  soit  doûc 

R  le  raydn  BQ  dé  la  grande  base  , 
r  lé  ràyon  CO  de  la  petite  basé , 
H  la  hauteur  OQ  du  tronc  de  cône, 
S  sa  solidité  ; 

on  aura  S  =  7  H  tt  (Ra+r*  +  Rr)  (485). 
Voir  la  première  proposition  de  la  page  27 1 . 

Cônes  semblables. 

5*6.  Deux  cônes  droits  Sont  semblable*  lors- 
que lc»urs  rayons  sont  proportionnels  aut  hau- 
teurs; de  cette  définition  Ton  conclut ,  i°  que 
les  aires  des  cônes  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés,  soit  des  rayons,  soit  des 
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hauteurs ,  soit  des  côtés;  2°  que  le>s  solidités 
sont  entre  elles  comme  les  cubes  de  ces  mêmes 
lignes  $  pour  le  démontrer ,  on  fera  les  même* 
raisonnemens  que  pour  les  cylindres  Semblables 


Sections  du  cône  par  un  plan  ;  et  plans 

tangens. 

527.  {Fig  1 13.  )  En  coupant  le  cône  SABGD 
par  un  plan  parallèle  à  la  base,  la  section 
A'B'C  D' èst  une  courbe  semblable  à  cette  base  i 
car  en  menant  par  le  sommet  ufi  plan  SBD  , 
il  coupera  le  cône  suivant  les  droites  SB  i  SD, 
et  les  plans  suivant  les  droites  parallèles  lî'D'* 
J3D  :  on  a  donc  la  proportion 

BD:Fiy::SB:SB'::SG:SC'; 

pâr  Conséquent  9  le  rapport  de  BD  à  B'JÏ  ést 
constant ,  de  quelque  maniéré  qu'on  mène  lé 
£lan  ctfuparit:  donc  les  droites  homôlogues  sont 
proportionnelles  dans  ces  courbes;  elles  sont 
donc  semblables. 

528.  Si  on  conçoit  que  le  plan  SBD  tourne 
autour  de  SD,  jusqu'à  ce  que  la  ligne  BD 
devienne  tangente  à  la  courbe  ABCD,  alors  le 
plan  passant  par  l'arête  SD  ,  et  par  Ja  tangente  „ 
V'DV ,  sera  tangent  au  cône  ;  on  le  démontre 
comme  au  n°  5oi. 

529.  Si  on  mène  par  le  sommet  S  du  cône 
un  plan  II'  de  manière  qu'il  passe  entre  les  deux 
nappes,  et  n'ait  que  ce  poiut  de  commun  avec 
elles  ,  alors  tout  plan  parallèle  à  celui-ci  ne 
pourra  couper  qu'une  seule  nappe  ,  car  il  ne 
peut  rencontrer  l'autre  nappe  sans  passer  par 
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le  plan  II' ,  ce  qui  est  impossible  ;  déplus,  au* 
cune  arête  ne  saurait  être  parallèle  à  ce  plan  ; 
il  les  rencontrera  toutes ,  et  la  section  sera  par 
conséquent  une  courbe  fermée. 

530.  (Fig.  n40  Si  on  mène  par  le  sommet 
du  cône  S  un  plan  SBD  ,  tel  qu'il  coupe  le 
cône  suivant  deux  èlèmens  SB  ,  SD,  tout  plan 
BCD  parallèle  rencontrera  les  deux  nappes  du 
cône ,  et  formera  dans  chacune  une  courbe  ou- 
verte dont  les  branches  s'étendront  à  l'infini 
avec  le  cône;  en  effet,  les  deux  élémens  SB, 
SD  ne  pourront  rencontrer  le  plan ,  puisqu'ils 
lui  sont  parallèles  ,  mais  toutes  les  arêtes  si- 
tuées entre  SBD  et  C  le  rencontrent  sur  la 
nappe  inférieure  ;  et  les  arêtes  qui  sont  de  l'au- 
tre côté  du  plan  SBD  le  rencontrent  sur  la 
nappe  supérieure  ;  ces  courbes  ne  peuvent  se 
fermer,  puisqu'il  y  a  deux  arêtes  vers  lesquelles 
elles  s'approchent  sans  cesse ,  sans  pouvoir 
jamais  les  atteindre. 

53 1.  (Fig.  ii 5.  )  Si  on  mène  par  le  sommet 
du  cône  S  un  plan  tangent  SDvV,  tout  plan 
parallèle  ne  coupera  cju'une  seule  nappe  du 
cône  suivant  une  courbe  ouverte  D'CB  ,  qui 
se  prolongera  à  l'infini  avec  le  cône ,  sans  pou- 
voir jamais  se  fermer;  car,  à  l'exception  du  seul 
élément  SD,  tous  les  autres  élémens  rencon- 
treront le  plan. 

532.  Ainsi ,  selon  que  le  plan  passant  par  le 
sommet  aura 

i°  Ce  point  seulement  en  commun  avec  la 
surface  ; 

Deux  droites  en  commun  avec  la  surface; 
3°  Une  droite  en  commun  avec  la  surface. 
Le  plan  coupant  parallèle  donnera  i 
i°  Une  courbe  fermée  ; 
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2°  Une  courbe  à  deux  branches  ouvertes , 
infinies  ; 

3°  Une  courbe  à  une  branche  ouverte,  in- 
finie. 

533.  En  raisonnant  comme  on  a  fait  pour 
le  cylindre ,  on  prouve ,  ï°  que  les  surfaces  co- 
niques sont  développables;  2°  que  le  plus  court 
chemin ,  pour  aller  d'un  point  à  un  autre,  est 
la  1  igne  qui  devient  une  droite  dans  le  déve- 
loppement ,  et  cette  ligne  est  encore  à  double 
courbure  (5o5);  3°  il  est  facile  de  résoudre, 
pour  le  cône  les  problèmes  analogues  à  ceux 
dont  la  solution  a  été  donnée  pour  le  cy- 
lindre (5oi). 


Surfaces  de  révolution. 

534.  Nous  avons  vu ,  i°  que  le  plan  est  en- 
gendré par  le  mouvement  d'une  droite  qui 
tourne  autour  d'une  droite  fixe  qu'elle  ren- 
contre angle  droit  ;  20  que  le  cône  droit  est 
engendré  par  le  mouvement  d'une  droite  qui 
tourne  autour  d'une  droite  fixe  qu'elle  ren- 
contre sous  un  angle  qui  n'est  pas  droit  ; 
3°  que  le  cylindre  est  engendré  par  le  mou- 
vement d'une  droite  qui  tourne  autour  d'une 
droite  fixe ,  qu'elle  ne  rencontre  qu'à  l'infini , 
à  laquelle  elle  est  parallèle  ;  dans  ces  trois 
cas ,  la  ligne  mobile  est  droite  ;  en  y  substi- 
tuant une  ligne  brisée  ou  courbe ,  et  la  fai- 
sant tourner  autour  de  l'axe  fixe ,  on  engendre 
des  surfaces,  connues  sous  le  nom  de  surfaces 
de  révolution.  Il  n'est  pas  nécessaire  que  la 
ligne  mobile  soit  plane  ;  elle  peut  être  à  double 
courbure  j  et,  lorsqu'elle  est  plane ,  l'axe  peut 
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être  situé  hors  de  ce  plan  ;  on  en  a  un  éxem- 
ple  dans  rhyperboloïde  de  révolution.  Voici 
comment  cette  surface  est  engendrée  [fig.  1 16)  : 
soient  AB,  CD,  EF,  un  système  de  deux 
d  roites  parallèles  et  d'une  perpend  iculâire  com- 
mune ÈF  ;  AB  et  CD  sont  donc  dans  un  me- 
me  plan;  faites  tourner  CD  autour  de  EF, 
de  manière  quelle  prenne  une  position  KL, 
mais  toujours  perpendiculaire  à  EF  \  alors 
elle  n'est  plus  avec  AB  dans  un  même  plan  ; 
maintenant,  AB  restant  fixe,  aue  EF  tourne 
autour:  elle  emportera  avec  elle  la  ligne  RL, 
qui  fesant  toujours  le  même  angle  avec  l'axe  * 
en  sera  toujours  éloignée  de  EF  (Note  17), 
et  dont  tous  les  points  décriront  des  circonfé- 
rences dont  la  réunion  forme  une  surface  qui 
a  été  nommée  hyperboloïdé  de  révolution 
{fig.  117),  parce  quelle  est  la  même  que  celle 
qu  engendre  une  nyperbole  LMN,  tournant 
autour  de  son  ate  transverse  BAB'. 

535.  [Fig.  118.)  On  nomme  sutfàtè  annu- 
laire celle  qui  est  engendrée  par  le  modvè- 
ment  d'ùn  cerclé  tournant  autour  d'uriô 
droite  fixe  située  dans  son  plan. 

536.  Lorsque  la  droite  fixe  est  uti  diaitiètfé, 
la  surface  annulaire  prend  lé  nom  de  sphihe  > 
ainsi ,  la  sphère  est  une  surface  etigéridréë  pét 
une  circonférence  bu  une  deffli-éircôilférétide 
AMB  tournant  autour  de  son  diamètre  AB 
[fig*  nc|)  5  ndUS  allons  étudier  \èi  propriétés 
de  la  sphère  ;  c'ëst  la  plus  sittiple  des  SUN 
faees  de  révolution ,  ërigétidr  éé*  pat  dés  ligués 
éourhea. 
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Sphère. 

f  537.  Tous  les  points  de  sa  surface  sont 
4gajeipent  élqigné$  du  milieu  0  du  diamètrç  ; 
ce  point  Q  se  nomme  çenfr*  de  la  tpherç  ; 
ks  droites ,  telles  que  0£f ,  qui  vont  au  cen- 
tre %  h  surface  ,  se  pomment  rqyçn*.  1|  est 
évident  que  tou$  les  rayqps  août  «gam*. 

538.  Une  droite  pe  peut  couper  upe  sphère 
qu'en  deux  points  (i  1 1).  On  nomme  çqrde  la 
aroitç  qui  réunit  deux  points  d'une  sphèns  ; 
lorsque  la  covde  passe  par  le  centre  ,  elle  se 
nomme  diamètre  ;  il  est  évident  que  tous  les 
diamètre^  sont  égaux ,  et  que  le  diamètrç  est 
la  plus  grande  des  cordes. 

539.  La  section  d'une  sphère  par  un  plap 
est  un  cercle  ;  car  tous  les  points  de  la  section 
étant  également  éloignés  du  centre  de  la 
sphère  ,  forment  une  circonférence  (359)  ;  tous 
les  rayons  qui  vont  à  cette  circonférence  for- 
ment un  cône  droit  dont  l'axe  est  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  la  sphère  au  centre  de 
la  circonférence  ;  le  rayon  de  la  section  est 
toujours  plus  petit  que  celui  de  la  sphère  ,  et 
eJJe  se  nomme  petit  cercle,  lorsque  le  plan 
coupant  ne  passe  pas  le  centre  ;  lorsqu  il  y 
passe,  la  section  est  un  grand  cercle.  Par 
deux  points  donnés  sur  la  sphère  passent  une 
infinité  de  petits  cercles  et  un  seul  grand 
cercle. 

Deux  grands  cercles  se  coupent  toujours 
suivant  un  diamètre  de  la  sphère. 

tyo.  Un  plan  mené  par  l'extrémité  d  un 
rayon  ,  perpendiculairement  à  ce  rayon  ,  est 

tW$m  à  fa  sphère  )        tous  les  points 
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étant  plus  éloignés  du  centre  de  la  sphère 
que  ce  point  de  contact ,  sont  nécessairement 
hors  de  la  sphère. 

54 1.  L'angle  que  forme  un  plan  tangent 
avec  un  petit  cercle  passant  par  le  point  de 
contact,  est  égal  ou  supplémentaire  à  l'angle 
que  forme  le  rayon  qui  passe  par  le  point  de 
contact,  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  le  plan  du  petit  cercle  (4os). 

542.  Tous  les  plans  tangens  menés  à  la 
sphère  par  les  points  d'un  petit  cercle,  sont 
également  inclinés  sur  son  plan  (540  >  et  leurs 
intersections  forment  un  cone  droit ,  qui  a  les 
mêmes  plans  tangens  que  la  sphère  ,  et  ce 
cône  est  tangent  à  la  sphère  ;  il  devient  un 
cylindre  lorsque  les  points  de  contact  forment 
la  circonférence  d'un  grand  cercle. 

m  En  développant  ce  cylindre ,  la  circonfé- 
rence se  développe  suivant  une  droite  ;  donc 
le  petit  arc  de  grand  cercle  qui  passe  par 
deux  points ,  mesure  le  plus  court  chemin 
pour  aller  d'un  de  ces  points  à  l'autre,  sans 
quitter  la  surface. 

r  Réciproquement,  par  un  point  donné 

/  .^hb^^làla  sphère ,  on  peut  donc  mener  une 
/       ipfinife^e  plans  tangens  à  la  sphère ,  et 
l^Urs  iat^sections  forment  un  cône  tangent  à 
fotsphè* 


ï  r-  \    *~jZonè  sphérique  à  une  base;  son  aire. 

\  •  :  v  f 

*  *****  .J 

\  iJT^.  120.)  La  portion  de  surface 

\    sphérKfuè  engendrée  par  l'arc  AM,V  du  dia- 
*  :  vièine  jLB  ,  se  nomme  zone  sphérique  ;  le 
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cercle  décrit  par  la  perpendiculaire  P,VMIV  est 
sa  base. 

545.  Après  avoir  divisé  Tare  ÀMIV  en  par- 
ties égales ,  soient  menées  les  cordes  ÀM , 
MM',  M'M",  et  abaissées  du  centre  01  es  per- 
pendiculaires 01,  01',  01". . .  Supposons  que 
le  polygone  équilatéral  tourne  avec  Tare  cir- 
conscrit autour  du  diamètre. 

La  corde  AM  engendre  un  cône  dont  Taire 
est  égale  à  AP  X  cir.  OI(5^o). 

La  corde  MM'  engendre  un  cône  tronqué 
dont  Faire  est  égale  a  PP'x  cir.  01'  (5a  1). 

La  corde  M'M"  engendre  un  cône  dont 
Faire  est  égale  à  FP"  X  cir.  01"  •  Et  ainsi  de 
suite* 

Or,  01 =01' =  oi"  =  or... 

Donc  Faire  de  la  surface  engendrée  par  le 
polygone  équilatéral  inscrit ,  sera  égale  a 

cir,  ÔI  (AP+PF  +FP "  +  P  "P  "'. . .  )  = 

=  cir.  OIxAP". 

L'aire  de  la  zone  est  évidemment  plus  grande 
que  Faire  engendrée  par  le  polygone;  plus 
le  nombre  des  côtés  de  celui-ci  augmente  ,  et 
moins  il  diffère  de  F  arc ,  et  moins  01  diffère 
du  rayon  de  la  sphère.  En  circonscrivant  un 
polygone  ,  on  trouvera  que  Faire  de  la  zone 
est  plus  petite  que  celle  de  la  surface  qu'il 
engendre;  employant  donc  le  principe  des 
limites  ,  on  prouve  que  Faire  de  la  zone  est 
égale  à  sa  hauteur  APIV  multipliée  par  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  sphère. 
Ainsi  soit  API¥  =  H  =  hauteur  de  la  zone, 
OM  =  R  =  rayon  de  la  sphère , 

S  =  aire  de  la  zone , 

D  =  2  R  =  diamètre  ; 

*6 
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on  aura  S  se  a  ttRH  =  2  «  RR  «in.  vers,  arc  n= 

==  27TR1  sip,  vers,  arca   s\n.  vers,  arctf  = 

a 

=s=4'r^*  si"*  '  t<*' on  a  désigné  l'arc  para. 
Exemple .  soit  R  s?  1 6  m 
^         H  =  5'n 

7 

on  aura  S  =  — X  5o  =  ^2  ,=  314»»  f . 

7  7 

Zçne  à  deux  bases  ;  son  <$ire. 

546.  (JF^.  120.)  La  zone  à  deux  bases  est 
une  portion  de  la  surface  sphérique ,  décrite 
par  lare  MM',  tournant  autour  du  diamètre 
AB  ;  PM  est  le  rayon  de  la  petite  base,  et  PM 
celui  delà  grande  base  ;  Taire  de  cette  zone  est 
égale  à  Taire  de  la  aone  AM,  moins  Taire  de  la 
son*  AJSli  qv  l'aire  de  la  wne  AM=* AJPcirç.  QM, 

AM'«AP'circ,  OMî 
donc  aire  *one  MM'  =*=circ.OM  (  AF— AP)  = 
33  cire.  OM  X  PP'  5  or  PP'  est  la  distance  entre 
les  deux  bases ,  ou  la  hauteur  delà  zone:  ainsi 
Taire  d'une  zone  à  deux  bases,  et  par  conséquent 
d'une  zone  quelconque,  est  égale  à  sa  hauteur 
multipliée  par  la  circonféreqce  d'un  grand 
cercle)  d'où 

=s47rRasin.|(^  +  A)sin,f  (a—  b)  = 
=^Ssin.  j  (a  +  b)  sin,       —  = 

»-(cos.  à  ~  cos.  a  ; 
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où  a  y  b  désignent  les  arcs  générateur!  ,  S  Taire 
de  là  sphère ,  et  A  celle  de  la  zone  (table  8 
form.  27  ). 

Aire  de  la  sphère. 

547.  L'aire  de  la  surface  engendrée  par  la 
demi -circonférence  AMB ,  ou  Taire   de  la 
sphère,  est  égale  à  Taire  engendrée  par  Tare 
AM,V,  plus  celle  engendrée  par  Tare  BMlv  ; 
or,  aire  zone  AM,V  =  AP,V  cire-  OM  (  546  )  ; 

BM  =  BP"  cire.  OM  ;  donc 
aire  de  la  sphère  =  cire.  OM  (  APIV  +  BP"  )  = 

«cire.  OM.  AB. 
Ainsi ,  Y  aire  d'une  splière  est  égale  à  son 
diamètre  multiplié  par  la  circonférence  d'un 
grand  cercle. 

Soit  R  =  rayoti , 

D  =  2  R  ==  diamètre, 
S  ==  aire  de  la  sphère  ; 
on  aura  S  =  2R.  2tt  R  =  4*R2  = 

Exemple.  SoitR  =  iom  ;  et  D  =  20ra  ; 

«     22           22.400     8800  „ 
S=  —  .20*  =  —  =  =  i255rara|. 

7  5  7 

548.  Soit  encore  R  ^  1432  lieues  de  2280 

tdhes;  c'est  la  longueur  du  ràyon  terrestre, 
«ou*  la  latitude  de  45°  ;  on  a  alors  D  =  2864  ; 

log.  3,456973o 

log.D2=  6,9i3()4C>ô 
ldg<  *  =  0,4^71499 

I  I  *   I  '     I  ■     ,     .  M., 

l0g.  7rD2  =  7,4l  I0959  == 

a=  Iog.  2^769000  «nviron. 
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Donc  la  terre ,  considérée  comme  sphère ,  a 
environ  25,769,000  lieues  carrées  de  surface. 

Les  zones  glaciales  sont  des  zones  à  une  base 
décrite  par  des  arcs  de  23°  28'  ; 
or,  log.  7t  Da  =  7,41 10959 

log.  sin«  v.  cire.  =  0,9176480  —  2 

log.  it  D*  sin.  vers.  =  6,32§643g 

log.  2  =  o,3oio3oo 


1     ^D2  sin.  vers. 

Jog.  =  6,0276139  = 

2 

=  1065700  environ. 

Donc  les  deux  zones  glaciales  renferment 
2 1 3 1 4oo  lieues  carrées. 

Les  zones  tempérées  sont  des  zones  à  deux 
bases  engendrées  par  un  arc  de  43°.  4'- 

L'aire  d'une  zone  tempérée  est  égale  à  Taire 
de  la  zone  de  66°  •  32' ,  moins  Faire  de  la  zone 
de  23°  .  28'  ; 

or     log.  sin.  Vçrs.  66°.  32'  =  o,7794410-~l 

log.        =7,11  oo559 


7T  D 

log.          sin.  v.  66°  .32'  =  6,8895069  = 

2 

=  77536oo  environ. 
Les  deux  zones  tempérées  renferment  en- 
semble 15507200  lieues  carrées;  retran- 
chant les  zones  glaciales  et  tempérées  de  la 
sphère  totale ,  il  reste  pour  la  zone  torride 
8i3o4oo  ;  en  résumé  j 

2  zones  glaciales  =   2 1 3  i4oo  lieues  carrées. 
2  zones  tempérées  =  i55o62oo 
zone  torride  =  8 1 3o4oo 
globe  entier  =  25769000 
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Ainsi ,  à  peu  près ,  les  zones  glaciales  pren- 
nent les  ~^  du  globe  ,  moins  que  ^5 

Les  zones  tempérées  prennent  les  du 
globe,  =f 

La  zone  torride  prend  les  du  globe ,  moins 
que-. 

Secteur  sphèrique  ;  sa  solidité. 

549.  (  Fig.  120.  )  On  nomme  secteur  sphè- 
rique le  solide  engendré  par  la  révolution  du 
secteur  circulaire  AOM  ,  autour  du  rayon  AO. 

Inscrivons  dans  Tare  un  polygone  équiia- 
téral  AMM'  M"  M'"  M,v,  et  menons  les  rayons 
OM,  OM',  OM"... 

Le  triangle  AMO  ,  par  sa  révolution  autour 
de  AO,  engendre  deux  cônes  ayant  le  cercle 
PM  pour  base  commune  ;  or,  Ton  a  solidité  du 
cône  engendré  par 

APM  =  j7r.AP.PM*.  (5a3), 

OPM  =  i7r.OP.PM*.; 
d'où  solidité  du  cône  engendré  par  AMO== 
=  ±ir  .  PM2  (  AP+PO)  =  \  Te .  PM2.  AO. 

Mais  AO  X  PM  et  01.  AM  expriment  le 
double  de  Taire  du  triangle  AOM  ;  on  peut  donc 
remplacer  une  expression  par  l'autre,  et  il 
vient,  solidité  du  cône  engendré  par  AMO  = 
=  i7r.PM.  01.  AM  =  f 77 •  PM.  01.  Al. 

Les  triangles  semblables  APM,  AIO,  don- 
nent la  proportion 

AI  :  01  :  :  A?  :  PM  ; 

d'où  AIxPM  =  OI.AP; 

et,  par  conséquent ,  solidité  du  cône  engendré 

par  AMO  =  f  *.  AP.OK 

(  Fig.  120  bis.)  Prolongeons  la  corde  MM' 
jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le  diamètre  B  en  Nj 

26" 
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par  le  point  I ,  milieu  de  MN ,  abaissons  ««rie 
diamètre  la  perpendiculaire  IK,  et  menons  la 

Sarallèle  M'R  ;  le  solide  décrit  par  le  triangle 
l'ON  est  égal  à  la  différence  des  solide*  dé- 
crits par  les  triangles  MON  ,  MON  ; 
Or ,      solide  M'ON  =  i  tt  .  ON .  P  M\ 
solide  MON  =  î  w  •  ON .  PM>  : 
donc  solide  M'OM  =i*.ON .  (P'M'a— PM»}= 

=4,r.ON.(FM'+PM)  (P'M'— PM); 
mais  FM'+PM±±!*rK;  FM'— PM  =  RM' : 
sôlidë  M'OM  =  7 .  ir .  ON  .  2I  K .  RM'  = 

rriir.  ON.  1K.  RM*. 

A  Causé  du  triangle  rectangle  OlTf ,  on  a 
la  proportion 

*  ON:OI'  ::  Or^OK) 

de  plus ,  les  triangles  semblables  MRM',  OKI' 
donnent  '     M'R  :  MR  :  :  OK  :  l'K. 
Multipliant  les  proportions ,  il  vient 
ON.M'R:Ol'.  MR::  OI'îl'E; 

d'où    ON .  M'R .  l'K = 0 1'1 .  MR. 

Ainsi  on  a 

solide  M'ON MR. Or»  =r f  ir . PF. 01''. 

On  trouvera  dé  même  [fig.  120) 
solide  M'OM'  =  4 7î  P'P '.  OTh,  et  ainsi  de  suite. 
Et  comme  01  =  01'  =  01". .. ,  on  aura 
solide  etiûëndré  par  le  polygone  inscrit  équi- 
lâtéral  =  |  tt  01»  (  AP'  +  FP"  +  F'  +  . . .  )  = 

=  |  t.  01».  AP". 

Désignant  par  S  la  surface  engendrée  parle 
polygone ,  et  par  V  son  volume ,  nous  aurons 
S  =  cir.  01.  AP'v=itrOI.  AP"  (545)' 
donc  V=-OI.S. 

Ainsi,  le  solide  est  égal  à  sa  surface  multi- 
pliée par  le  tiers  du  rayon  inscrit.  Cette  con- 
clusion ne  dépendant  pas  du  nombre  des  côtes, 
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il  s'enduit  que  la  solidité  du  sectéur  iphérique 
est  égale  à  Taire  de  la  atone  AMM'f  multipliée 
par  le  tiers  du  rayon. 

On  parvient  de  suite  à  ee  résultât  en  cotisi» 
dérantle  secteur  comme  Un  asâêtnblAge  d'ilne 
infinité  de  cônes  droit*,  ayànt  tout  le  centre 
de  la  sphère  pour  sommet  et  pour  base  de 
petits  cercles  décrits  sur  la  base  au  secteur. 

Soit  II  =s rayon  de  la  sphère;  ft  =  AP,v  = 
la  hauteur  du  zone  ;  V  =  volume  du  secteur  f 
on  aura 

V=£  n  R\  =  |  n  R*.  R  sin.  vers.  AMM'  = 
=         sin.  vers.  AMM'.=  in  R3  sin  .  2{  AMM' . 


iditè  de  la  sphère. 

550.  La  solidité  de  là  sphère  est  égale  à  la 
somme  des  solide*  engendrés  par  les  secteurs 
AOMIT  et  BOMIV:  donc  elle  e»t  égàlé  à  la  sur- 
fade de  la  sphère  Multipliée  par  le  tiers  du 
rayon. 

Soit  B.  le  rayon  de  la  sphère ,  D  le  diamètre, 
V  son  volume  *  on  aura 

V=  4*R*.  j.  R  ==     R*=  4  tt. (^)3  = 

—  T 77 "g  • 

Le  globe  terrestre  contient  1,080  quadril- 
lions de  mètres  cubes  ,  et  pèse  59^oo  sextillions 
de  kilogrammes  (Desdouits,  géom.,  p.  3oi)* 

Segment  à  une  base;  solidité. 

55 1.  Le  segment  à  une  base  est  le  so- 
lide engendré  par  la  révolution  du  segment  cir- 
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culaire  AP'V  M,v  autour  du  rayon  AO;  la  per- 
pendiculaire P,T  M,v  décrit  la  base  ;  la  solidité 
de  ce  segment  est  égale  au  solide  engendré  par 
le  secteur  0  AM,V ,  moins  le  cône  engendré  par 
le  triangle  OP"  M" ,  ou 
solide  AP,V  M"  =  solide  OAM"  - 

solide  OP"  M,v. 
Faisons  OA  =  R;  AP"  =H;  PIV  M"= y> 

OP«'==B-H, 

nous  aurons 

solide  OAM,v=f  ttR'H, 
solide  OP"  M1  v =7  7^  (  R  —  H); 

d'où 

solide  AP"M'V  =  |  «  RJ  H — \  n  R/1 + *  *  H>'. 

La  corde  AM,V  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  2R  et  le  segment  Al:  donc 

2RH  =  AM,V  8  —y2  +  Ha  ;  de  là 

sol  ide  AD«  v  M- v = iff  R .  2RH  — {  «  R/1 + i  jt  H/ 

2RH  +  ^7rH^J; 
=  i7tH(<r»+H2)+i«Htr= 

Or  ,  Tiy*  est  l'aire  de  la  base  ;  \  r.  H3  est  la  so- 
lidité d'une  sphère  qui  aurait  pour  diamètre  H 

(55o). 

Donc  la  solidité,  d'un  segment  sphérique  à 
une  base .est égale  à  sa  hauteur  multipliée  par 
la  moitié  de  la  base ,  plus  la  solidité  d'une  sphère 
qui  a  cette  hauteur  pour  diamètre. 
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Segment  sphérique  à  deux  bases  ;  sa  solidité. 

552.  Ce  segment  sphérique  est  le  solide 
compris  entre  deux  sections  parallèles  faites 
dans  la  sphère  ;  PM  est  le  rayon  de  la  petite 
base,  et  P1VM,V  celui  de  la  grande  base. 

Soit  T  la  solidité  cherchée  ;  et  soient  H'  = 
/  AP"  ;  H  =  AP  ;  PM  =y  ;  Plv  M"  =/;  on  aura 

T  =  fir(Hy«  — H^)+iir(H'3  — H»): 

=  ±  *  (H'— H)  (/»  +^)  —  f  77  (H>*— H/2)  + 

+i*(H/a  —  H3)î 

r2  4-  H2     r'2  4*  H'2 
or,aR=^^=^^ 

doù  H>2— H  y»  =  H  H'2  —  H  H*  ; 
par  conséquent , 

T  =  1 7T  (H'— H)  (/2       — f  *  (  HH'2— H'H3)+ 

=  XHf-)(ya+r)+^(H'3  — 3  H'2  H  + 
+3H'H2 — H3) , 

=  iir(Hf— H)(/«+^)+iir(  H'  -  H  )». 

Mais  H'  —  H  =  PP,V,  ir  v* ,  ttj^ 2 ,  sont  les 
aires  des  base»  ;  d'où  /a  solidité  du  segment 
sphérique  à  deux  bases  est  égale  à  sa  hauteur 
multipliée  par  la  demi-somme  des  bases  ,  plus 
la  solidité  d'une  sphère  qui  a  cette  hauteur 
pour  diamètre. 

Fuseau  sphérique  ;  son  aire. 

553.  (Fig.  1 1 1  .)Deux  grands  cercles  AMBM', 
ANBN',  coupent  la  surface  de  la  sphère  en 
quatre  parties,  dont  deux  opposées  sontégales; 
chacune  de  ces  parties  se  nomme  fuseau  sphé- 
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rique  ;  par  le  centre  O  menons  un  grand  cer- 
cle OMN ,  perpendiculaire  au  diamètre  com- 
mun AB,'  Tare  MN  mesure  l'angle  dièdre 
formé  par  les  demi-cercles  AMB ,  ANB  ;  Taire 
du  fuseau  est  contenue  dans  l'arre  de  la  sphère 
autant  de  fois  que  Tare  MN  est  contenu  dans 
sa  circonférence  ;  désignons  donc  par  À  lé 
nombre  de  degrés  de  Tare  MN  ;  par  F  ,  Taire 
du  fuseau,  et  par  S  Taire  de  la  sphère  ; 

on  aura  A  :  36o°  :  :  F  :  S  ; 

d'où  F  =  S. 

360° 

Soit ,  par  exemple ,  A  =  900  ;  alors  F  = 

S .        =  j  S  }  ce  qui  est  évident. 
36o°     4  ^ 


Onglet  sphérique  ;  sa  solidité* 

554-  {Fi g.  111.  )  On  nomme  onglet  sphéri- 
que ,  la  partie  du  solide  de  la  sphère  inter- 
ceptée entre  les  plans  des  demi-cercles  AM  B , 
ANB;  conservant  les  mêmes  notations  qu'au 
n°  précédent  et  désignant  par  O  lâ  solidité  de 
Tonglet ,  par  V  celle  de  la  sphère  , 

36o° 

on  aura  évidemment  0  =±  V  . 

O  V 

d'où  f=s  =  i*> 

et  O  sa=  i  R .  F  ,  où  R  est  le  rayon  de  la  sphère* 
Ainsi ,  la  solidité  de  l'onglet  est  égale  à  Taire 
du  fuseau  multipliée  par  le  tiêrs  do  rayod  ;  ce 
qu'on  pouvait  conclure  à  priori. 
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Triangle  sphèrique  ;  son  aire. 

555.  (  Fig.  121.  )  Trois  plans  de  grands  cer- 
cles AMB M',  ANBN' ,  MNM'N',  coupent  la 
surface  de  la  sphère  en  huit  parties  ;  chacune  se 
nomme  triangle  sphèrique  ;  ces  huit  parties 
sont  : 

i°  ANM ,  BNM  : 
ANM1 ,  BNM'  j 
3°  AN'M',  BN'  M; 
4°  AN' M ,  BN'M. 

Ce  qui  donne  huit  triangles  sphèrique?, 
dont  la  somme  des  aires  est  égale  à  celle  de 
la  sphère. 

556.  Les  trois  diamètres  AB  ,  MM' ,  NN' , 
forment  aussi  huit  angles  solides  trièdes,  et 
les  angles  opposés  par  le  sommet  sont  égaux 
par  symétrie. 

Soient  menés  les  trois  rayons  ON ,  OM , 
OA  9  ils  forment  trois  angles  plans  et  trois  an* 

Î'ies  dièdres;  les  angles  plans  sont  mesurés  par 
es  arcs  AN ,  AM ,  'MN  ou  côtés  du  triangle 
sphèrique  AMN. 

L'angle  A  désigne  l'angle  dièdre  formé  par 

le  plan  AOM  ,  AON 
M  MOA ,  MON 

N  NOA,  NOM. 

Ainsi,  dans  tout  triangle  sphèrique  les 
côtés  mesurent  les  anglçs  pians  ,  tandis  que 
ses  angles  sont  des  angles  dièdres  d'un  angle 
solide  formé  par  des  rayons  qui  aboutissent 
aux  sommets  ;  il  suit  de  là  que  toutes  les  pro- 
priétés des  angles  solides  triedrçs  se  rappor- 
tent aux  triangles  sphériques ,  en  modifiant 
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seulement  les  dénominations,  et  que  tous  les 
problèmes  résolus  et  tous  les  calculs  que  nous 
avons  faits  sur  les  angles  solides  se  rapportent 
aussi  aux  triangles  sphériques;  par  conséquent , 
il  suffit  de  connaître  trois  des  six  choses  qu'on 
considère  dans  un  triangle  sphérique  ,  pour 
construire  et  calculer  les  trois  autres-  Le  cal- 
cul des  triangles  sphériques  et  des  angles  so- 
lides est  donc  une  seule  et  même  opération* 
Comme  le  principal  usage  des  angles  solides  a 
lieu  en  astronomie  ,  où  l'on  rapporte  tout  à  la 
sphère  ,  il  s'en  est  suivi  que  le  calcul  des  an- 
gles solides  a  reçu  le  nom  de  trigonométrie 
sphérique. 

557.  Deux  trièdres  symétriques  peuvent  se 
décomposer  chacun  en  trois  trièdres  égaux , 
chacun  à  chacun  par  application  (437)  ;  de 
là  on  conclut  que  deux  triangles  sphériques 
symétriques  peuvent  chacun  se  décomposer 
en  trois  triangles  sphériques  égaux  par  ap- 
plication ;  donc  ces  deux  triangles  sphériques 
sont  équivalens  en  surface  {fig*  ainsi 
Ton  a 

ANM  =  BN'M' 
AM'N'=BNM 
BN'M  =  ANM' 
BNM'  =  AN'M  ; 

donc  ANM+ AM'  N'  +  BN'  M  +  BNM'  =  -  ; 

a 

où  S  désigne  la  surface  de  la  sphère. 

558-  {Fig.  121.)  Le  fuseau  ANMB  est 
égal  à  la  somme  des  deux  triangles  sphériques 
NAM,  BNM  ;  mais  le  triangle  BNM  est  équi- 
valent à  son  symétrique  AM'N  ; 

■ 
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donc  NAM  +  AM'N'  =  S.  A-  (553  )  s 

3oo° 

par  les  mêmes  raisons ,  l'on  a 

ANM+BNM'=S~, 

36o° 

AMN+BNMsïS. 

36o°  ' 

ajoutant  ces  équations,  il  vient 

3  ANM + AM'N'  +  BNM'  +  BN'M  = 

\    36o°    / r 

S 

2 

donc     a.ANM+-  =  S.A+M+N> 

a  36o°  ' 


mais  ANM  +  AM'N'  +  BNM'  +BNM  =-  • 


a.ANM^™*-^ 

a\     i8o°  / 

AMN^^ijM^A. 
4\     i8o°  / 

__S/A+M+N—  i8o°\ 

4  V       ïsv  / 

Pour  avoir  donc  l'aire  cPun  triangle  sphé- 
rique, il  faut  ôter  i8o°  de  la  somme  de  ses 
angles ,  diviser  le  reste  par  i8o°,  et  multiplier 
Je  quotient  par  le  quart  de  la  surface  de  la 
sphère.  (Note  18.  ) 

559.  Le  triangle  sphérique  tri-rectangle  est 
celui  qui  a  ses  trois  angles  égaux  chacun  à  un 
angle  droit  :  désignant  son  aire  par  S'  on 


aura 


g,  S/ 270  —  i8o\  S  90   S 

~~4V    i8o"  )~'ï'rt&~~8i 


27 

Digitized  by  Google 


3l4  MANUEL 

ce  qui  est  évident  à  priori  ;  d'où  l'on  con- 

,  *m1vt  8SVA+M+N— i8o< 
clut  AMN  =  -r-l  -  - 


4  V  ï8o° 
„  /A+M+N — 180 


=  S'i 

Ainsi,  un  triangle  sphérique  contient  le 
triangle  tri-rectangle  autant  de  fois  que  l'excès 
de  ses  angles,  sur  1 8o° ,  contient  900. 
Exemple  :  Soit  R  ss  im  ;  et  As=;  M s=  N  =  700 

3i'44".(P*g^44): 

alors        A-f  M  +N  =  a 1 10 . 35' .  1a" , 

A+M+N —  180=  3i°.35'.  12", 
A+M*N~-  i8o_3i».35/.  la" 

90°  ~~      90°  ~~ 

11371a"     947$  *36g 
~~  3a4ooo"  ~  ayooo  6750 

S'  =  f,rR»  =  ±«r=y, 

AMN  =  S'.#=ÎZ^2  = 

0700      7  .  O^OO 

26o5omm  - 
=—7-——  =  o131»1, 55 102  eqviron. 
47206 

Polygone  sphérique  ;  sorc  a*>ç. 

56o.  Le  polygone  sphériquç  est  une  portion 
de  la  surface  de  la  sphère  terminée  par  des 
arcs  de  grands  cercles. 

Un  polygone  pouvant  être  décomposé  en 
autant  de  triangles  sphériques  qu'il  y  a  de 
côtés  moins  deux  >  il  s'ensuit  que  Taire  d'un 
polygone  sphérique  contient  Faire  du  triftopte 


Digitized  by  Google 


DB  GÉOMÉTRIE.  3l5 

tri-re€t angle  autant  de  fois  que  l'angle  droit 
est  contenu  dans  l'excès  de  la  somme  de  ses  an- 
gles sur  deux  angles  droits  multipliés  par  le 
nombre  de  côtés  moins  deux. 

Pyramide  sphérique  ;  sa  solidité. 

56 1 .  La  pyramide  sphérique  est  la  partie  du 
solide  de  la  sphère  comprise  entre  les  faces 
d'un  angle  solide  qui  a  son  sommet  au  centre. 
La  solidité  de  la  pyramide  sphérique  est  égale 
à  la  surface  du  polygone  sphérique  qu'elle  in- 
tercepte ,  multipliée  par  le  \  du  rayon  (549). 

562.  En  général ,  la  solidité  d'une  partie  de 
la  sphère  interceptée  par  une  surface  conique  , 
qui  a  son  sommet  au  centre ,  est  égale  à  la  sur* 
face  sphérique  interceptée,  multipliée  par  le 

•  tiers  du  rayon. 

563.  Le  côté  d'un  triangle  sphérique  est  plus 
petit  que  la  somme  des  deux  autres  côtés (  4  *4)  5 
le  côté  d'un  polygone  sphérique  est  donc  plus 
petit  que  la  somme  de  tous  les  autres  côtés.  On 
démontre  que  le  plus  court  chemin ,  i°  pour 
aller  sur  la  sphère  d'un  point  à  un  petit  cercle, 
c'est  l'arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au 
petit  cercle  ;  2°  pour  aller  d'un  petit  cercle  à  un 
autre,  c'est  l'arc  de  grand  cercle,  qui  est  à  U 
fois  perpendiculaire  aux  deux  petits  cercles. 

Comparaison  des  sphères  entré  elles;  mesure 
des  angles  solides}  plans  polaires  ;  plans 
disomolggues*  * 

* 

564.  Én  comparant  les  valeurs  des  aires  et 
des  solidités  pour  deux  sphères  de  rayons  dif- 
férons ,  on  «n  conclut  directement  que  les  aires 
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sont  entre  elles  comme  les  carrés  des  rayons , 
et  les  solidités  comme  les  cubes  des  rayons. 
Sans  connaître  ces  valeurs ,  on  peut  arriver  au 
même  résultat ,  en  considérant  que  les  sphères 
sont  des  surfaces  semblables;  elfes  ont  des 
centres  de  similitude  qui  jouissent  de  pro- 
priétés analogues  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  dans  les  cercles  ;  ces  points,  les  plans 
polaires  ,  les  plans  disomologues ,  servent  à 
résoudre  tous  les  problèmes  qu'on  peut  pro- 
poser sur  les  contacts  des  quatre  sphères  par 
une  cinquième,  ou  de  trois  sphères  par  une 
quatrième  d'un  rayon  donné  ;  car  il  est  facile 
de  démontrer.- 

i°  Que  si,  par  un  point  fixe  considéré  comme 
pôle  on  mène  tant  de  sécantes  qu'on  voudra 
dans  la  sphère,  et  que  ,  par  les  points  de  ren- 
contre de  chaque  sécante ,  on  mène  deux  plans 
tangens,  les  intersections  de  ces  plans  tangens 
sont  toutes  dans  un  même  plan  ,  qui  est  le 
plan  polaire  du  point  fixe; 

2°  Qu'étant  donné  le  centre  de  similitude , 
interne  ou  externe  de  deux  sphères,  si  l'on 
détermine  les  plans  polaires,  par  rapport  ace 
centre  considéré  comme  pôle,  le  plan  parallèle 
situé  à  égale  distance  des  deux  polaires ,  sera 
un  plan  disomologue. 

565.  Les  zones ,  les  secteurs ,  les  segmens  , 
sont  semblables  lorsqu'ils  sont  engenarés  par 
des  arcs  semblables  :  donc  les  aires  des  zones 
semblables  sont  entre  elles  comme  les  carrés 
des  rayons  ,  et  les  solidités  des  secteurs ,  des 
segmens  semblables ,  sont  entre  elles  comme 
les  cubes  des  rayons. 

566.  Etant  données  deux  sphères  concentri- 
ques, si  Yqn  trace  sur  l'une  d'elles  un  poly- 
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Îjone  spherique  quelconque ,  et  qu'on  mène 
es  rayons  aux  sommets  des  angles ,  ces  rayons 
interceptent  sur  l'autre  sphère  un  polygone 
semblable.  Les  aires  des  polygones  sphériques 
semblables  sont  donc  entre  elles  comme  les 
carrés  des  rayons,  ou  comme  les  carrés  des 
côtés  homologues,  et  ces  figures  jouissent  de 
propriétés  analogues  à  celles  des  polygones 
rectilignes  semblables. 

56y.  Les  pyramides  sphériques  semblables 
sont  entre  elles  comme  les  cubes  des  rayons  ; 
une  pyramide  spherique  est  contenue  dans  la 
pyramide  tri-rectangle  spherique  autant  de  fois 
que  Taire  du  polygone ,  base  sphérique  de  la 
pyramide  ,  est  contenue  dans  Taire  du  triangle 
tri-rectangle  ;  les  rapports  de  ces  aires  peu- 


f 

M 

J 

les  angles  solides ,  et  par  conséquent  à  les  me- 
surer. Pcir  exemple,  un  angle  solide  de  200 
est  un  angle  tel ,  que  si  Ton  prend  son  sommet 
pour  centre  d'une  sphère  de  rayon  quel- 
conque, les  faces  de  l'angle  interceptent  sur 
la  sphère  un  polygone  dont  Taire  est  con- 
tenue dans  Taire  du  triangle  tri-rectangle  con- 
struit sur  la  même  sphère  comme  20  s  90  ou 
comme  2  :  9.  Ainsi ,  un  angle  solide  tétraèdre 
peut  être  équivalent  à  un  angle  solide  pen- 
taèdre ,  etc. 

La  même  mesure  subsiste  lorsque  la  pyra- 
mide se  change  en  cône  ;  alors  l'angle  solide 
conique  est  contenu  dans  Tangle  solide  tri- 
rectangle,  comme  la  surface  interceptée  par 
le  cône  est  à  celle  qui  est  interceptée  par  le 
triangle  tri-rectangle;  lorsque  les  rayons  des 
sphères  augmentent ,  les  surfaces  interceptées 
augmentent  comme  les  carrés  des  rayons  5  mais 

27* 
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la  mesure  d*  l'angle  conique  reste  toujours 
constante  ;  ainsi  lorsque  cet  angle  représente 
l'action  physique  que  le  sommet  exerce  <ur 
ces  surfaces ,  comme  de  les  éclairer ,  de  les 
chauffer  »  de  les  attirer ,  selon  que  ce  sommet 
est  un  point  lumineux ,  calorîfiaqt ,  ou  attrac- 
tif* ou  répulsif,  les  intensités  locales  d'action 
sur  ces  surfaces  décroissent  comme  les  carrés 
des  rayoris  ou  des  distance*  4u  sommet. 

Division  de  la  sphère  en  partiés  ègûlês  ;  cinq 

corps  réguliers. 

568.  On  ttomine  pùlyhétré  tègulièt ,  celûi 
dont  toutes  les  facès  sont  des  polygonés  ré- 
guliers égaux ,  et  dont  les  angles  solides  sdfit 
égaux  et  supet*po*ab!e*  ;  Oh  démontre  aisé- 
ment qu'à  tout  polyèdre  régulier,  on  périt 
circonscrire  uné  sphère  ;  et  que  le  centre 
de  cette  sphère  étaht  également  éloigné  de 
toutes  les  faces ,  on  peut  aussi  y  inscrire  tine 
sphère. 

Sn  menant  des  plans  par  le  centre  et  lés 
arêtes ,  on  décompose  la  sphère  circonscrite 
en  autaftt  de  polygones  sphériques  égaux  que 
le  polyèdre  a  de  faces  ;  ces  polygones  sph- 
tiques  sont  réguliers  j  c'est-à-dire  que  chacuo 
est  équilatéral  et  équiangle. 

569.  Problème  CÏ1I.  Partager  la  surface  de 
!â  sphère  en  parties  égales  par  des  triangles 
equilatéraux. 

Solution.  Soit  À  un  angle  de  ce  triangle J 
on  aura  3A>  180  ;  par  conséquent ,  A>6°° 
et  <C  1800  ;  tous  les  angles  qui  se  réunissent 
autour  d'un  même  sommet,  valent  36o°  :  î1 
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faut  donc  que  A  soit  un  diviseur  de  36o°,  com- 
pris entre  ces  limites  ;  dès  lors ,  À  ne  peat 
avoir  que  Tune  de  ces  trois  valeurs  À=  i2od 

A*=  QO° 

i°  Faisôns  A=  130°;  Faire  du  triangle  =r. 
^./SA-^V   s,i8o!  =  3S,  =  g 

\     9°°      /  9°° 
(  558)  ;  par  conséquent ,  ce  triangle  èst  le  de 

la  sphère. 

Si  on  joint  par  des  cordes  les  quatre  sommets 
des  triàngies ,  on  aura  un  tétraèdre  tfégulier 
inscrit. 

2°  A  a=  900  j 

Taire  du  triangle  s=  -  l — -  _ —  \  — 

_S  *7o°— i8o°_S  g^_S 

~  8  #      900      ~  8  "  900  —  8# 

Ainsi ,  ce  triangle  èst  contenu  8  fois  dans 
Paire  de  la  sphère. 

Il  est  évident  que  c'est  le  triangle  tri-rec- 
tangle. 

Menant  lés  cordes  des  arcs,  on  obtient  un 
oètaèdre  régulier  qui  est  composé  de  deux 
py  a  mutes  régulières  quàdrabgulaires  égalés  et 
adossées  pàr  une  base  carrée. 

3*A  =  7**5 

„  .     ,      .     ,      S/3. 7^—  180A 
1  aire  du  triangle  =  -(  —   1  = 

o  \       900  / 

_  S    2i6°— i8o°_36  .  S_  S 

—  8  *       900      ~  8  .  900  —  2o# 
Ainsi  ce  triangleest  contenu  20  fois  dans  Taire 
de  Ja  sphère* 
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Si  on  mène  les  cordes  des  arcs  sur  la  sphère, 
on  obtient  l'icosaèdre  régulier ,  formé  de  20 
triangles  équilatéraux. 

570.  Problème  CIV.  Partager  la  sphère  en 
parties  égales  par  des  carrés  sphériques? 

Solution.  Un  carré  sphérique  a  les  quatre 
côtés  égaux  et  les  angles  égaux. 

Soit  À  un  des  angles  du  carré ,  on  aura 
4  A  >  36o°  :  ainsi  A  est  compris  entre  900  et 
1800. 

De  plus,  A  doit  diviser  exactement  36o°  ; 
donc  on  a  nécessairement  A=  1200;  Taire  de 
ce  carré  est  égale  à 

S    4 A—  36o°_S  48o°— 36o°_S 

8  90^  —  8#  .90°  _ 6' 
donc  le  carré  sphérique  est  contenu  6  fois  dans 
la  sphère;  menant  les  cordes,  on  obtient  le 
cube,  composé  de  6  carrés  ;  car  il  est  facile  de 
démontrer  que  les  quatre  cordes  d'un  même 
carré  sphérique  sont  dans  un  même  plan  et 
forment  un  carré, 

571.  Problème  CV.  Partager  la  sphère  en 
parties  égales  par  des  pentagones  réguliers? 

Solution.  Soit  A  l'un  des  angles  du  pentr 
gone,  on  aura  5  A>3 .  1800:  ainsi  A  est  com- 
pris entre  1080  et  1800.  Or,  A  devant  diviser 
exactement  36o°,  on  a  nécessairement  A =  l30°: 
donc  Taire  du  pentagone  = 
_  S/5.  i2o°  — 3.  ï 8o°\     S  6oo°  — 54o^ 

~8\         90°         /     8'  90° 

S    60"  S 

* 

8  "  900  13* 
Ainsi ,  ce  pentagone  est  contenu  1 2  fois  dans 

Digitized  by  Goog 


DE  GÉOMÉTRIE.  321 

/a  sphère ,  et  il  y  en  a  3  autour  de  chaque 
angle  ;  menant  les  cordes ,  on  obtient  un  po« 
lyèdre  composé  de  12  pentagones  réguliers, 
ayant  les  angles  solides  égaux  :  c'est  le  dodé- 
caèdre régulier. 

572.  On  ne  peut  partager  la  sphère  par  des, 
polygones  réguliers ,  ayant  plus  de  5  côtés  ; 
car ,  soit  À  l'angle  du  polygone  de  6  côtés  ,  on 
aura  6  A>  4-  *8o  î  d°ù  À  >  120  et  <C  180  f 
mais  A  doit  diviser  exactement  36o°,  Or ,  il 
n  eiiste  point  de  diviseur  de  36o  entre  120  et 
180  ;  il  n'y  a  donc  que  5  manières  de  partager 
la  sphère  en  parties  égales  et  superposables  ; 
il  n'existe  donc  que  5  polyèdres  réguliers  : 
i°  le  tétraèdre  ;  20  l'octaèdre;  3°  l'icosaèdre  ; 
4°  l'hexaèdre  ou  le  cube  ;  5°  le  dodécaèdre  ; 
car  s'il  existait  un  sixième  polyèdre  régulier , 
il  existerait  aussi  une  sixième  manière  ae  par- 
tager la  sphère  en  parties  égales  (689  ). 

573.  Soient 

a  =  le  côté  du  polygone  sphérique  ; 

A  =  l'angle  du  polygone  sphérique; 

c  =  la  corde  de  l'arc  a,  ou  le  côté  du  polyèdre 
régulier  inscrit  ; 

r  —  rayon  du  cercle  circonscrit  à  une  face  du 
polyèdre  régulier  ; 

R  =  rayon  de  la  sphère  circonscrite; 

R'=  rayon  de  la  sphère  inscrite  ; 

P  =  nombre  de  côtés  de  chaque  polygone; 

i  =  inclinaison  des  faces  du  polyèdre  régu- 
lier. 

On  aura  c=iHsin.±a 

R'a=Ra— a* 
n' 

Rcos.^tf 
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Rsin.  7  a 

sin.  . 

P 

Deux  côtés  adjacens  c  du  polyèdre  »  et  le 
rayon  R  9  forment  un  angle  trièdre  dans  lequel 
on  connaît  l'angle  pian  (  c  >  C  )  formé  par  les 
deux  côtés ,  et  l'angle  dièdre  A  opposé  a  l'angle 
(c,c)i  de  plus,  le  rayon  R  fait  des  angles 
égaux  avec  chacun  des  côtés  :  on  a  donc 

cos.  c,  c=(cos.  c ,  R)3  +  (sin.  c,  R)*  cos*  A} 
cos.  c,  C=  i  —sin.  c,  R*+sin.  (c,R)3  cos.  A; 

,    y*  »      i — cos.  *,c    sin.3fc,  c 

sm.  (tf,R)a=  ^-s=   .       1  ; 

i  — cos.  A      sm.a7  A 

•    n  H     sin.  je,  e 

sin.  j  A 

or         a  angle  c ,  R  +  a  =  i8o°; 
d'où         angle  c ,  R  =  900  —  \a  \ 

sin.  c,  Rsscos*  ja; 

or,  ±cc+-— .=  900; 
d  ou  $m.  £  c9c  t=±  cos.  ; 

p 

i8ô° 

COSé-^— 

ainsi ,         èos .  \a  s±  - — £-  ; 

sin.  jA 

l'on  a     R"  =  R* _ *%*\%k* 

180»^ 

su*. 3   
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1800  i8o° 

_  «n.^A  

1800 


) 


SI1 


323 


P 

ços,1— (i—  sin,s  ?  A) 
P 


pi.    ■      l        »  !  .  .    ■'         ■"■      1  ' 


sin. 


sin.*  i  A 


cot.1^— -co».ajA 
sin.a  |A 

V 


ss  çot. 
R 


i8o#         ,  » 
cot.*— -— •  coV  ï*f 

180? 


Cptf  {  A; 


à 
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1800 

cot.  cot.f  Asin.iA 

R      _  P  


sia,^I=  , 

JUcos. 


.  r8o° 
sin.  

P 

A  l'aide  de  ces  formules,  on  est  en  état  de 
calculer  en  parties  du  rayon  de  la  sphère, 
toutes  les  lignes  ,  surfaces ,  angles  ,  qu'on  ren- 
contre dans  les  cinq  corps  réguliers  ;  on  en  a 
souvent  besoin  dans  la  théorie  de  la  cristal- 
lisation. (Voir  Note  19.) 

Sur  les  polyèdres  en  général. 

5j4-  Dans  un  polyèdre  régulier  ,  on  ne 
rencontre  que  des  polygones  réguliers  d'une 
même  espèce  ;  mais  on  peut  aussi  construire 
des  polyèdres  avec  des  polygones  réguliers, 
de  plusieurs  espèces  différentes  j  par  exem- 
ple, un  polyèdre  dont  chaque  angle  solide 
est  forme  par  des  triangles  équilatéraux  et 
des  carrés ,  en  égal  nombre  et  semblable- 
ment  disposés  :  nous  ne  nous  arrêterons  pas 
à  étudier  ces  polyèdres ,  sur  lesquels  il  est 
pourtant  utile  de  s'exercer  ,  mais  nous  allons 
donner  quelques  théorèmes  sur  les  polyèdres 
en  général. 

S^S.  Soient  F  le  nombre  des  faces  ; 

S  le  nombre  des  angles 


A  le  nombre  des  arêtes. 
Je  dis  que.  F  +  S  —  A  est  un  nombre  con- 
s  tant  dans  tous  les  polyèdres;  en  effet  suppo- 
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sons  qu'il  survienne  un  nouveau  sommet,  et 
qu'on  mène  des  arêtes  aux  angles  d'une  face , 
que ,  pour  fixer  les  idées ,  nous  supposons 
être  un  pentagone.  On  formera  un  nouveau 
polyèdre  ,  dans  lequel  la  face  pentagonale  est 
remplacée  par  5  faces  triangulaires;  il  y  a 
donc  4  faces  dé  plus  ,  et  S  est  augmenté  de 
x  :  donc  F+S  est1  àugtfcenté  de  mais  le 
nombre  À  des  arêtës  Augmente  aussi  de  5  : 
donc  F  +St— A  n'a  pas  changé.  Il  peut  arriver 
qu'uaeface  triangulaire  soit  dans  le  même  plan 
u'une  face  du  premier  polyèdre  ;  dans  ce  cas, 
n'augmente  aue  de  3  ;  mais  aussi  une  arête, 
du  premier  polyèdre  disparaît  :  par  conséquent 
A  n'augmente  que  de  4  î  s*  2  faces  triangu- 
laires sont  les  prolongemens  de  deux  plans  du 
premier  polyèare ,  alors  F  n'augmente  que  de 
2  ;  mais,  dans  ce  cas,  deux  arêtes  du  premier 
polyèdre  disparaissent ,  et  A  n'augmente  que 
de  3,  et  ainsi  de  suite  :  donc,  ëtc.  Or,  lors- 
que le  polyèdre  est  un  tétraèdre  ,  l'on  a  évi- 
demment F-f»  S  —  A  =  i  :  donc  ,  cette  équa  - 
tion  a  lieu  pour  tous  les  polyèdres. 

La  même  manière  de  démontrer  peut  s'ap- 
pliquer à  la  proposition  de  M.  Gauchy  (pag. 
329). 

576.  Soient 
t  le  nombre  de  triangles 
q  le  nombre  de  quadrilatères 
p  le  nombre  de  pentagones    ]  d'un  polyèdre  ; 
h  le  nombre  d'hexaèdres 
e  le  nombre  d'heptaèdres,  etc. , 
on  aura  A  =  £(3  t+  ^q+5p+6h  +  7  €. . .)  ; 
or ,  A  est  essentiellement  entier  :  il  faut  donc 

que  dans  tout  polyèdre ,  3  f  +5p  f  7  e  

soient  un  nombre  pair. 

a8 
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Il  ne  peut  donc  exister  de  polyëdrë  tjiii  ait 
un  tooriiDi  eimpair  de  faces  polygonalës,  ayant 
chacune  tin  nombre  impair  de  côtés. 

577.  La  somme  de  tous  les  angles  plans  du 
rl  sdre  est  évidemment  égaie  à 

(2*4-4?  +  6/J+8A+  ioe .  1  .  j  90°! 

4F  =  4*+4£+4y^4*+4&  •  • 

donc ,  la  sotiimê  de  tous  les  angles  plans  est 
égale  à  f4       4  F  )  go°  ; 

et        *4A^4F  =  4(S  —  â)«4S  —  8} 
donc  ëëtté  èofome  èst  aussi  égale  à  (4  S  — 8) 

9°°' 

,Àinsi ,  dans  les  polyèdres  cômnie  dans  les 
polygones,  la  somme  des  angles  plans  est  dé- 
térmihéè  par  ïè  nombrë  des  sommets. 

Qn  a  encore  trpuvé  d'autres  rapports  entre 
les  cptes.,  les  angles  ,  les,  faces  d'un  polyèdre  j 
ie$  principaux  sont  dus  à  Ëuler,  qui  s'en  est 
occupé  le  premier. 


Sphère  et  Cylindre. 


578.  {Fig.  122.)  Lorsqu'un  cylifïâré  ;ést 
circonscrit  à  unesphèrë,  les  plahktàtigéns  à  la 
première  surface  Sont  aussi  tangens  à  la  se- 
conde j  ï&aiïti  dans  lai  sphère;  les  plans  tan* 
gens  sont  perpendiculaires  aùx  rayons  :  donc 
les  rayons  qui  vont  aux  points  de  contact 
sont  pérpendiculaires  aux  arêtes  du  cylittdre; 
donc  tout  cylindre  circonscrit  à  une  sphère 
est  droit  ,  et  la  touche  suivant  un  grand 
cercle. 


1 

-  - 
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.  579.  (Fig.  122.  )  Soit  AB  le  grand  cercle  4e 
contact;  et  CD,  EF  les  deux  bases  du  cyr 
Jindre  tangent  à  la  sphère  ;  désignons  par 

=  le  rayon  de  la  sphère; 
S  =aire  de  la  sphère  ; 
1  =  aire  totale  du  cylindre  ; 
v=  aire  convexe  du  cylindre  ; 
=  solidité  de  la  sphère  ; 
U  =  solidité  du  cylindre  ; 
pn  aura  S  =  4 77  j 

'  Tf  =  CE.  cire.  DC  =  2R .  a;:  R  =  4jtR3  ; 

T  =  47rR*  +  27rR  =6rrR- 

,d'où      S  =  T  i 

>  •  1  s 


— =  2.  : 

u  3' 


et 


s_y 

T  ÏÏ* 

Ces  beaux  rapports  ont  été  découverts  par 
Àrchimède  ;  on  les  avait  fait  sculpter  avec  la 
figure  géométrique  ,  sur  le  monument  sépul- 
cral de  ce  grand  homme. 

58o.  Toute  surface  cylindrique  rencontre 
la  sphère  suivant  deux  lignes  symétriques;  car 
les  portions  d'arêtes  interceptées  dans  la  sphère 
étant  des  cordes  parallèles  ,  le  plan  mené  par 
le  centre,  perpendiculairement  à  ces  cordes, 
les  coupe  en  deux  parties  égales  :  donc  la  ligne 
de  sortie  est  symétrique  à  la  ligne  d'entrée. 
Pac  cqfl$éqnent,  $j  la  ligne  d'entrée  est  un 
cercle ,  I3  figue  4e  sortie  est  »n  cercle  égal 
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et  également  Incliné  sur  le  plan  de  symétrie; 
si  la  ligne  d'entrée  est  un  grand  cercle  ,  la  li- 
gne de  sortie  est  un  grand  cercle  ;  elles  cou- 
pent le  plan  de  symétrie  ,  suivant  la  même 
droite. 

58 1.  {Fig.  123.)  Le  cylindre  CK'DBAK  étant 
circonscrit  aux  deux  sphères  égales  O,  P,  si 
Von  mène  un  plan  tangent  RMR',  commun  aux 
sphères,  et  perpendiculaire  au  plan  ABCD, 
il  coupera  le  cylindre  suivant  une  ellipse 
RMR'NR ,  et  les  points  de  contact  F  et  F'  en 
sont  les  foyers.  En  effet ,  par  un  point  M  quel- 
conque pris  sur  cette  courbe  soient  menées 
les  droites  MF ,  MF' ,  et  l'arête  KMK'  rencon- 
trant les  cercles  de  contact  en  K  et  K',  les 
droites  MF  et  MK  sont  tangentes  à  la  sphère 
O:  donc  MF  =  MK;  les  droites  MF,  MK' 
sont  taneentes  à  la  sphère  P  2  donc  MF'  = 
MK'.  Ainsi  MF+  MF>  =  MK+  MK'  =  KK'  = 
AC  :  donc  ,  quelque  part  qu'on  prenne  la 
somme  des  rayons  vecteurs  MF+M'F'  elle  est 
constamment  égale  à  AG  :  donc  la  courbe  d'in- 
tersection est  une  ellipse.  Le  grand  axe  RR'  = 
AC,  et  la  distance  focale  RF  est  égale  à  AR. 

58a.  Un  cylindre  circulaire  droit  étant 
coupé  par  un  plan  oblique  à  la  base,  la  section 
est  une  ellipse  ;  car  on  peut  toujours  concevoir 
deux  sphères  qui  louchent  le  cylindre  et  le 
plan;  le  reste  du  raisonnement  est  le  même 
que  dans  le  numéro  précédent.  * 

Sphère  et  Cône. 

^83.  {Fig.  124.  )  Le  cône  SAB  touche  la 
sphère  suivant  le  petit  cercle  AB;  menons  des 
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plans  tangens  LMN,OPQ  parallèles  au  plan 
du  petit  cercle;  soient 

LM  =  AL  =  r, 
OP  =  OA  =  r, 
MP  =  2R  =  D; 

S  =  aire  de  la  sphère, 
Y  =  solidité  de  la  sphère, 
T'  =  aire  convexe  du  cône , 

> 

U  =  solidité  du  cône, 
T  =  *(r  +  r'y 

T     (r+r')*  OL» 

et  —  zz=  ■  ■  r —  ■  *  :'l 

S        D*  MP' 

*  *        -  • 

Ainsi ,  Taire  du  cône  tronqué  est  à  celle  de 
la  sphère  comme  le  côté  du  cône  est  au  dia- 
mètre de  la  sphère. 

Menons  LV  perpendiculaire  sur  OQ,  on 
aura  OL2  =  VL2  +  OVa, 

(r+r')^  D2  +  (r— 

d'où  4  rfJ  —  ^  y 

et       T  — S  =  7r(r  +  r')a— 4ttD2  = 

=  tt  (r2  +  2rr^+  r'2  —  Da  )  =  tt  (r2 —  2rr^  +0= 

-«<«•- ✓)'. 

La  différence  entre  les  aires  du  tronc  conique 
et  de  la  sphère  est  égale  à  Taire  du  cercle  qui 
aurait  pour  rayon  la  différence  des  rayons 
r  —  r',  ou  OX.  On  a 
U= j7rD(ra-h52+rr'), 

= iTr  D  (  (r— r')' + 3rr')=  £ tt ï)f(r- ^)a+-j  J 

irD3 

=  _+i7rD(r—  rV; 

4 

î8* 
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_  *D* 

d'où  ^V  =  ^ 

U—  |Y  =  >D(r— f)K 

La  différence  entre  U.  et  £  V  est  donc  égale 
à  la  solidité  du  cône  engendré  par  le  'triangle 
LOV,  tournant  autqur  de  LV. 

Lorsque  OV  devient  nul ,  le  cône  tronqué 
se  change  en  cylindre,  et  m  çetrouvfe  les  pro- 
priétés a  Archinièjdp  (379Ïî 

584-  [Fig*  125.)  Un  aâpe  S  rencontre  la 
sphère  O  suivant  cercle  AB  ;  il  sortira  de  la 
sphère  en  la  coupant  suivant  un  cercle  CD. 
En  effet,  soient  menés  le  plan  diamétral 
SABGDO  ,  perpendiculaire  au  plan  A$ ,  et  le 
pian  polaire  PQ ,  les  plans  JÏÈ ■ ,  PQ  vsç  ppitpept 
suivant  une  droite  perpendiculaire  au  plan 
SCDj  par  S  et  par  cette  droite  on  mène  un 
troisième  plan  toutes  les  séôantes  SàGC, 
SfiHD ,  comprises  entre  ces  plans  et  la  sphère, 
sont  coupées  harmoniquenlent  (a38  ).  Or, 
les  points  tels  que  À  soût  situés  sur  un  même 
plan  ;  les  points  tels  que  (3  $ont  sur  up  même 
plan  ;  donc  les  points  Cj,  D  spnt  ^u^i  ^r  un 
plan  (4°9  )•  Par  cqpséquent  la  section 
CD  est  un  cercle;  les  plans  des  trois  cercles 
CD ,  PQ ,  AB  passent  par  la  même  droite ,  et 
sont  perpendiculaires  au  plan  qui  passe  par 
l'axe  SO  et  la  hauteur  du  cône. 

585.11  s'ensuit  que  dans  tout-  cône  oblique 
CD  à  base  circulaire,  on  peut  fatee  ajne  section 

non  parallèle  à  la  base  II  suffit 
de  mener  par  Taxe  et  la  hauteur  thi  c&he  un 
plan  qui  coupera  la  base  suivant  le  diamètre 
CD  ;  par  C  et  D  on  fera  passer  line  sphère 
quelconque  ,  qui  rencontre  SC  ,  SD  en 
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A  et  B  ;  par  AB  on  conduit  un  plan  perpen- 
diculaire à  SCD  :  elle  donne  une  section  circu- 
laire (584).  « 

A  chaque  circonférence  passant  par  CD  ré* 
pond  une  autre  droite  AB;  mais  toutes  ces 
droites  sont  parallèles  :  par  conséquent  les 
plans  de  section  sont  aussi  parallèles. 

tes  sections  AB ,  CD  sont  dites  sections  an- 
tiparalleles  ;  cette  dénomination  provient  de 
cé  que  AJB  coupe  les  droites  SC ,  oD  propor- 
tionnellement ,  mais  en  rapport  inverse  ;  car 
l*on  a  SA  :  SB  s  ;  SD  :  SC.  Si  le  rapport  était 
direct ,  les  droites  AB  et  CD  seraient  parallèles. 

586.  \Fig.  \iS  bis.)  Lorsque  la  circonfé- 
rence ABGD  vient  k  passer  par  le  point  S,  la 
section  AB  devient  nulle  ;  mais  le  plan  AB  de- 
vient tangent,  passe  par  le  sommet,  et  sera 
perpendiculaire  au  rayon  SO  :  donc  lorsqu'un 
fcône  a  son  sommet  S  et  sa  base  circulaire  CD 
sur  la  même  sphère,  toute  section  dans  le 
cône  perpendiculaire  au  rayon  SO  est  un 

cercle.4  ' 

'S  ■ 

Sections  coniques. 

« 

M 

589.  {Fig.  i*6.)  Un  cône  droit  SAB  étant 
coupé  par  un  plan  RMR',  qui  n'est  parallèle 
à  aucune  arête ,  et  qui  est  perpendiculaire  au 
pl^n  SAB ,  la  section  est  une  ellipse.  En  effet , 
soient  construites  deux  sphères  O ,  P  tangentes 
au  cène  et  un  plan  coupant,  on  prouvera, 
comme  au  numéro  58 1  ,  que  la  somme  des 
rayons  vecteurs  MF  +  MF  est  constamment 
égale  à  KK'  ou  au  coté  CA  :  donc  la  courbe 
est  une  ellipse.  Toutes  les  sections  parallèles 
à  RMR'  donnent  des  ellipses  semblables,  qui 
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deviennent  de  plus  en  plus  petites,  en  se  rap- 
prochant du  sommet  où  elles  se  réduisent  à 
un  point.  L'intersection  des  plans  de  contact 
AB,  CD  avec  le  plan  de  l'ellipse  donne  les 
deux  directrices  de  cette  courbe-  Nous  allons 
le  faire  voir  d'abord  pour  la  parabole. 

588.  {Fig.  127.)  Lorsque  le  plan  coupant 
R'RM  est  parallèleà  un  élément  SC  du  cône,  la 
section  est  une  parabole.  En  effet ,  dans  ce  cas , 
il  n'existe  qu'une  seule  sphère  P  ,  qui  touche 
en  même  temps  le  plan  coupant  en  F- et  le  cône 
en  CD.  Soit  T"  la  droite  suivant  laquelle  le 
plan  coupant  rencontre  le  plan  CD,  cette 
droite   perpendiculaire  au  plan  DT'F',  et 

Çar  conséquent  à  la  droite  T'F  se  projette  en 
"  ;  M  étant  un  point  de  la  courbe ,  menons 
l'arête  MK'S ,  le  rayon  vecteur  MF  et  la 
droite  MU',  parallèle  à  T'F'  ;  elle  sera  aussi  pa- 
rallèle à  SC  ;les  droites  SC,  SK'M,  MU'  sont 
dans  un  même  plan  ;  mais  CK'  étant  dans  le  plan 
de  contact  CD,  et  MU'  dans  le  plan  coupant,  ces 
deux  droites  se  rencontrent  sur  le  point  U'  de 
«  l'intersection  T'X  de  ces  deux  plans.  Or,  les 
deux  triangles  SK'C,  U'K'Msont  semblables; 
SK'C  étant  isocèle  ,  U'K'M  l'est  aussi  ;  donc 
MU'=MK';  mais  MK'=  MF'  «  donc  MU'= 
MF'.  Tous  les  points  de  la  courbe  RMR  sont 
donc  également  distans  d'un  point  fixe  F'  et 
d'une  droite  fixe  ;  la  courbe  est  donc  une  pa- 
rabole (page  80);  à  mesure  que  son  plan 
approche  du  sommet ,  elle  se  rétrécit ,  et  au 
sommet  même  elle  se  réduit  à  une  droite. 

689.  {Fig.  126.)  Lorsque  T'F'  n'est  pas 
parallèle  à  SC  ,  alors  MU' ne  sera  non  plus  pa- 
rallèle à  SCjmais  si  Ton  prolonge  MK'jusqu'àce 
qu'elle  rencontre  la  seconde  ligne  de  contact  AB 
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en  K,  et  la  droite  MU' jusqu'à  ce  qu'elle  coupe 
TX  et  TX'  ;  les  deux  triangles  tfMK',  UMK 
étant  semblables,  donnent 

MK':MK::MU':MU; 
d'où  MK'+MK  :  MU'+MU  ::  MK'  :  MU'. 
KK':UU'::MK':MU'. 

Or  ,  les  deux  premiers  termes  sont  constans  : 

MK'  MF 
donc  le  rapport       ou        est  constant  : 

donc  T'X'  est  une  directrice ,  et  TX  est  la  se- 
conde directrice  de  l'ellipse. 

590.  (Fig-  128.)  Lorsque  le  plan  coupant 
est  parallèle  à  deux  élémens  du  cône ,  il  y  a 
une  section  dans  chaque  nappe  de  la  surface  ; 
ce  sont  les  deux  branches  aune  hyperbole; 
car  l'on  a  alors 

MF— MF=MK'— MK  =  KK'  (271).  La 
différence  des  rayons  vecteurs  étant  con- 
stante ,  la  courbe  est  une  hyperbole  ;  à  mesure 
que  l'hyperbole  s'approche  du  sommet  elle  se 
rétrécit ,  et  au  sommet  elle  se  réduit  à  deux 
droites. 

591.  On  voit ,  d'après  ce  qui  précède  ,  que 
l'ellipse,  la  parabole,  l'hyperbole,  s'obtiennent 
en  coupant  un  cône  par  un  plan  ;  c'est  ce  qui 
leur  a  tait  donner,  par  les  anciens  ,  la  dénomina- 
tion de  sections  coniques  9  dénomination  qui  est 
trop  exclusive  ;  car  il  existe  encore  beaucoup 
d'autres  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  tracer 
l'une  quelconque  des  trois  courbes.  Ainsi , 
nons  avons  vu  que  l'ellipse  est  aussi  une  sec- 
tion cylindrique.  Les  démonstrations  que  nous 
avons  données  pour  le  cône  s'appliquent  aux 
sections  de  l'hyperboloïde  de  révolution  par 
un  plan,  et  conduisent  aux  mêmes  résultats  ; 
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c'est  même  cjf  cette  ipagaiere  que  M.  I)andelin } 
ofjfrcipr  dif  ppie  belge ,  a  le  premier  démontre 
les  propriétés  des  sections  coniques ,  en  le$ 
considérant  cornue  situées  $ur  rhyperj^oloïde 
de  réyqlutiflii. 

592.  Etant  donné  un  cène  droit  ,  Qti  peut 
toujours  le  couper  par  up  pl^n  ,  de  mapipre 
à  obtenir  une  coprbe  égale  à  une  ellipse ,  ou  à 
une  parabole  donnée;  on  peut  toujours  con- 
struire un  cône  droit  oui  ait  une  sec{iofi  plane 
égale  à  une  hyperbole  donnée;  mais  ce  cône 
n'est  pas  quelconque  (602). 

Principales  propriétés  des  sections  coniques , 
■■  démontrées  à  F  aide  des  propriétés  d2  cer- 
cle ,  combinées  avec  celles  des  projections. 


5g'i.  Soit  un  point  fixe»  que  nous 
gneronspar  la  lettre  et  sous  le  nom  de  pôle, 
et  un  pjan  fixe,  que  nous  appellerons  le  plan  de 
projection  ;  la  projection  angulaire  ou  coni- 
que A!  d'un  point  A  est  le  point  où  la  droite 
AP  coupe  le  plan  de  projection;  de  çorte  que 
les  trois  points  P  ,  A  ,  A'  sont  sur  une  même 
droite  PAA' ,  qu'on  nomme  rayon  projetant, 
ou  rayon  visuel. 

594.  La  projection  angulaire  d'une  lignp 
sur  un  plan  ,  c'est  la  réunion  des  protections 
angulaires  de  tous  les  points  de  çetje  ligne.  Il 
est  éyident  que  les  rayons  prqjptans  forment 
une  surface  conjaue  dont  le  p^le  est  le  §pm- 

ie  donnée  sert  dp*  direc- 
igulaire  d'une  ligne  est 

le  plan  de  projection. 
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5g5.  Il  suit  de  là  que ,  i°  la  projection  angu- 
laire d'une  droite  est  une  droite  ;  i°  la  projec- 
tion angulaire  ou  conique  du  point  d'intersec- 
tion des  deux  droites  est  à  l'intersection  des 
projections  angulaires  des  deux  droites  ;  3°  la 
projection  angulaire  d'une  droite  est  paral- 
lèle à  la  droite,  lorsqué  celle-ci  est  parallèle 
au  plan  de  projection  ;  4°  la  projection  angu- 
laire d'une  droite  qui  passe  par  le  pôle  se  ré- 
duit au  point  d'intersection  de  cette  droite 
avec  le  plan  dé  projection  ;  5°  les  projections 
angulaires  d'un  système  de  droites  parallèles 
passent  toutes  par  le  point  où  la  parallèle , 
passant  par  le  pôle ,   rencontre  le  plan  pro- 
jetant; ce  point  est  nommé  point  de  fuite  du 
système  des  droites  parallèles;  6°  lorsque  des 
systèmes  différens  de  droites  parallèles  sont 
situés  dans  un  même  plan,  leurs  points  de 
lui  te  sont  sur  une  même  droite  nommée  ligne 
de  fuite  ;  70  lorsqu'une  droite  est  divisée  har- 
nioniquement ,  la  projection  angulaire  delà 
droite  est  aussi  divisée  harmoniquement  ;  8°  la 

f>rojection  angulaire  d'une  tangente  à  une 
igne  est  la  tangente  à  la  projection  angulaire 
de  cette  ligne;  90  deux  lignes  convergentes 
peuvent  être  considérées  comme  les  projec- 
tions coniques  de  deux  droites  parallèles  ;  et 
par  conséquent  un  quadrilatère  quelconque 
peut  être  considéré  comme  la  projection  d'un 
parallélogramme. 

Les  réciproques  ont  lieu. 
596.  Il  y  a  aussi  réciprocité  entre  une  figure 
plane  A  et  sa  projection  angulaire  A';  car  en 
conservant  le  même  pôle ,  et  prenant  le  plan 
de  la  figure  A  pour  celui  de  projection,  elle 
devient  la  projection  angulaire  de  A'. 
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597%: Toute  section  conique  peut  être  con- 
sidérée comme, lia  projection  angulaire  d'un 
cercle,  et  réciproquement;  car  on  peut  tracer 
la  section  conique  et  le  cercle  donné  sur  le 
même  cône  droit  (59a)  \  prenant  le  sommet 
pour  pôle  ,  et  le  plan  d'une  de  ces  figures  pour 
plan  de  projection,  l'autre  en  Revient  la  pro- 
jection angulaire.  > 

698.  Une  section  conique  ne  peut  être  ren- 
contrée par  une  dttoïte  en  plus  de  deux  points; 
ear  ces  points1  sont  le*  projections  angulaires 
de  l'intersection  d'une  droite  avec  un  cercle. 
C'est  à  raison  de  cette  propriété  que  chez  les 
modernes  on  a  donné  aux  sections  coniques  le 
nom  de  courbes  du  deuxième  degré. 

'  599.  Par  un  point  donné  sur  une  section 
conique  on  ne  peut  mener  au'ùne  seule  tan- 
gente ,  et  d'un  poiàt  donné  hors  de  là  section 
on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes  à  la 
courbe. 

600.  {Fig.  129.)  Les  propriétés  polaires  du 
cercle  ,  énoncées  (^43),  appartiennent  aux 
courbes  du  second  degré.  Ainsi ,  si  du  point 
0  situé  dans  le  plan  d'une  de  ces  courbes ,  on 
mène  des  sécantes  OLK,  OL'K',  OL'  K",  les 
intersections  1,1, 1",  I"'  sont  sur  une  même 

droite  M'Il'I"  M  ;  et  les  sécantes  extrêmes 

OM',  OM  sont  tangentes,  et  la  droite  MM' 
est  la  polaire  relativement  au  pôle  O  ;  car 
toutes  ces  lignes  et  ces  points  peuvent  être 
considérés  comme  les  projections  angulaires 
de  lignes  et  de  points  analogues  situés  dans 
un  cercle.  Or,  les  points  du  cercle  projetés 
en  I ,  r,  I"  sont  sur  une  droite  :  donc  aussi 
I>  T,        sont  sur  unç  ï droite,  et  la  po- 
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laire  divise  les  sécantes  harmoniquement  en 
R,  R'.  i 
On  tire  de  là  un  moyen  facile  de  mener  une 
tangente  à  une  courbe  du  second  degré  par  un 
point  non  situé  sur  la  courbe.  .  .  .  i 
:>.  60 1.  Lorsque  le  pôle  O  s'éloigne  à  l'infini, 
les  sécantes  deviennent  parallèles  et  les  points 
R,R',R"  sont  alors  les  milieux  des  cordes 
LK ,  I/S!  •  •  ;  donc,  dans  toute  courbe  .  du 
second  degré,  les  milieux  d'un:  système  de 
cordes  parallèles  sont  situés  sur  :  une  même 
droite ,  appelée  diamètre  de  la  courbe  ;  et  ré- 
ci  proquement  ,  le  pôle  d'un  diamètre  est  situé 
à  1'intini.  On  peut  aussi  démontrer  cette  pro- 
priété directement  ;  en  considérant  un  système 
de  cordes  parallèles  comme  la  projection  an- 
gulaire d  un  système  de  cordes  convergeant 
vers  un  point  dans  le  cercle ,  vers  leur  point 
de  fuite  sur  le  plan  du  cercle ,  et  le  diamètre 
de  la  conique  est  alors  la  projection  de  la  po- 
laire du  point  de  fuite  dans  le  cercle;  pour 
chaque  système  de  cordes  parallèles  dans  la 
conique ,  il  y  a  un  autre  point  de  fuite  dans 
Je  plan  ,  du  cercle  ;  mais  tous  ces  points  sont 
sur  une  même  droite  (  695  )  ;  donc  toutes 
les  polaires  des  points  de  fuite  passent  par  un 
même  point;  donc  aussi ,  dans  le  plan  de 
la  conique,  tous  les  diamètres  passent  par 
un  même  point  appelé  centre.  Par  exemple, 
dans  la  figure  126,  pour  avoir  le  centre  de 
l'ellipse  RMR',  il  faut  mener  par  le  pôle  S  un 
plan  parallèle  à  celui  de  l'ellipse,  oui  coupera 
le  plan  du  cercle  CD  suivant  une  droite  Z  si- 
tuée hors  du  cercle  CD  ;  le  pôle  de  cette  droite 
est  dans  l'intérieur  du.  cercle  ;  la  projection 
angulaire  de  ce  pôle  sur  le  plan  de  l'ellipse  en, 

*9 
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est  le  centre; ,  qui  est  par  conséquent  dans  l' in- 
térieur de  l'ellipse,  et  toutes  les  sections  pa- 
rallèles ont  leur  centre  situé  sur  la  même 
droite  qui  passe  par  le  sommet.  Dans  la  figure 
127,  la  droite  2/  èst  tangente  au  cercle  GD; 
le  pôle  est  sur  la*  ciredriférence ,  en  D  ;  la  droite 
SD  est  parallèle  au  plan  de  la  section  :  donc,  I 
dafas  la  parabole  ;  le  centre  est  à Tinfïtiî^ofest- 
à-dire  que  tous  les  diamètres  sont  parallèles. 
Dans  la  ligure  ia8,  la  droite  Z  coupe  la  cir- 
conférence :  éone  le  pôle  est  hbit*  dît  cercle  ; 
ar  conséquent ,  le  centre  dè  l'hyperbole  est 
ors  de  la  courbe.  •  * ,  A  .  ..-n  .  ««  .  1 
Il  est  facile  de  voir  que  la  directrice  est  la 
polaire  du  foyer  voisin.  ïjo.:   :  r*. 

602.  Dans  l'ellipse*  le  centre  éta»ft  dan* 
l'intérieur,  tous  les  diamètres  rencontrent  la 
edurbe  en  deux  points  ;  et  le  centra  est  au  mi- 
lieu de  chaque  «diamètre;»  u  n  t>l  .u<i  •  •  « 

Dans  l'hyperbole;  lé  eentrd  étaqt  horg  de 
la  courbe,  il  y  a  dfes  diamètres  qui  rencon- 
trent la  courbe,  et  d'autres  qui  ne  la  rencon- 
trent pas.  En  effet,  l'hyperbole  çst  la  section 
du  cône  par  un  plari  parallèle  à  de w  arêtes  ? 
menant  par  Furie  et  l'autre  arête  un  plan  tan- 
gent au  cône ,  ces  plans  rencontrent  le  plan 
de  la  Section  hyperbolique;  suivant  deux 
droites  qui  renferment  l'hyperbole  dans  leur 
angle;  cette  courbe >  de  même  que  le  cône  > 
s'ouvre  davantage ,  s'approche  de  plus  en  plus 
de  cés  deux  droites,  mais  ne  petit  jamais  en 
être  atteinte}  de  plus,  chacun  de  ces  plans 
tangèns  contient  le  centre  de  la  courbe  (6oi)* 
donc  les  deux  droites  passent  par  le  centre  et 
sont  des  diatnètrcs.  On  a  donné  à  ces  diamè- 
tres i  qui  approchent  sans  cesse  de  la  eourba 
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sans  pouvoir  la  couper,  le  nom  d'asymptotes  ; 
elles  forment,  en  se  coupant,  quatre  angles  : 
deux  opposés  renferment  les  branches  de  la 
courbe;  tous  les  diamètres  situés  dans  ces  an- 
gles rencontrent  la  courbe  en  deux  points  si- 
tués sur  les  branches  opposées ,  et  également 
éloignés  du  pentre. 

L'angle  du  cône  est  donc  plus  petit  que  ce- 
lui des  deux  asymptotes;  on  ne  peut  donc 
tracer  sur  un  cône  donné  des  hyperboles  dont 
Jes  asymptotes  forment  un  angle  plus  petit 
que  celui  du  cône. 

Les  diamètres  situés  dans  les  deux  autres 
angles  ne  rencontrent  pas  la  courbe;  les  dia- 
mètres qui  rencontrent  la  courbe  passent  par 
les  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles, 
dont  chacune  a  ses  extrémités  sur  la  même 
branche  ;  les  diamètres  qui  ne  rencontrent  pas 
la  courbe  passent  par  les  milieux  des  cordes 
parallèles,  qui  vont  d'une  branche  à  l'autre. 

603.  Les  propriétés  de  l'hexagone  inscrit  et 
circonscrit  dans  le  cercle  (367)  ont  égale- 
ment lieu  dans  les  sections  coniques;  car  ces 
polygones  peuvent  être  considères  comme  les 
projections  coniques  de  polygones  correspon- 
dais dans  le  cercle  ;  ces  propriétés  vont  nous 
servir  à  résoudre  les  problèmes  suivans  : 

604.  Problème  CVI.  Etant  donnés  les  cinq 
points  A,  B,  G,  1),  E,  appartenant  à  une  ligne 
du  second  degré,  mener  a^i  point  A  une  tan- 
gente a  cette  ligne  ? 

Solution.  Désignez  la  droite  AB  par  1  ;  BC 
par  2;  CD  par  3  ;  DE  par  4;  EA  par  5,  et  la 
tangente  cherchée  par  6  ;  cherchez  les  points 
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d'intersection  de  i  avec  4 ,  et  de  a  avec  5  ;  joi- 
gnez les  deux  points  trouvés  par  une  droite  ^ 
cherchez  le  point  d'interjection  de  cette  droite 
avec3  ;  par  ce  point  et  par  A,  menez  une  droite, 
ce  sera  la  tangente  6  demandée.  De  quelque 
manière  qu'on  varie  les  constructions on 
trouvera  toujours  la  même  tangente  (6o4). 

605.  Problème  CVII.  Etant  donnés  cinq 
points  A,  B,  C,D,  E,  d'une  section  conique , 
trouver  tant  d'autres  points  qu'on  voudra  ? 

Solution.  Par  le  point  E,  menez  une  droite 
quelconque  EF  ;  il  s'agit  de  trouver  le  point  F 
où  cette  droite  rencontre  la  courbe  ;  dési- 
gnons AB,  BC,  CD,  DÉ,  EF,  FA  par  les 
chiffres  i,  2,  3,  4>  5,  6;  cherchez  les  intersec- 
tions de  i  avec  4*  et  de  2  avec  5  :  joignez  ces 
deux  points  d'intersection  par  une  droite; 
cherchez  l'intersectiou  de  cette  droite  avec  3  ; 
joignez  ce  point  et  le  point  A  par  une  droite  : 
ce  sera  la  ligne  6;  l'intersection  de  5  et  de  6 
donne  le  point  F  cherché. 

606.  De  quelque  manière  qu'on  varie  la  con- 
struction ,  en  plaçant  arbitrairement  les  let- 
tres A  ,  B ,  C  ,  D  ,  E ,  on  obtiendra  toujours  le 
même  point  F  ;  de  là  on  conclut  que  par  cinq 
points  donnés,  on  ne  peut  faire  passer  qu'une 
seule  section  conique;  si  en  réunissant  les  cinq 
points  de  toutes  les  manières  possibles,  on  ne 
peut  former  aucun  polygone  convexe,  la  courbe 
sera  nécessairement  une  hyperbole. 

607.  Problème  CVIII.  Etant  donnés  cinq 
points  A,  B,  C,D,  E  d'une  section  conique, 
trouver  le  centre ,  s'il  y  a  lieu  ? 

Solution.  Par  le  point  A  menez  une  tangente 
(  Problème  CVI  )  ;  par  le  point  B  menez  unepa- 
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rallèle  à  cette  tangente  ;  cherchez  par  le  pro- 
blème précédent  le  point  K  où  cette  parallèle 
rencontre  la  courbe  ;  par  A  et  par  le  milieu  BK, 
menez  une  droite  :  ce  sera  leur  diamètre; 
cherchez  le  second  point  I  où  ce  diamètre  coupe 
la  courbe  ;  le  milieu  de  AI  sera  le  centre  de- 
mandé. Si  le  point  I  est  à  l'infini ,  la  courbe  est 
une  parabole. 

608.  Problème  CIX.  Etant  donnés  cinq 
points  d'une  conique ,  déterminer  l'espèce  de 
la  courbe  qui  passe  par  ces  points? 

Solution.  Formez,  s'il  est  possible,  un  po* 
lygone  convexe  avec  les  cinq  points  ;  cherchez  le 
centre  (Prob.  CVIII);  s'il  tombe  dans  l'intérieur 
du  polygone ,  la  courbe  est  une  ellipse  ;  s'il 
tombe  dehors,  la  courbe  est  une  hyperbole,  et 
tous  les  points  sont  situés  sur  la  même  branche; 
si  Je  centre  est  à  l'infini  ,  la  courbe  est  une 
parabole. 

Au  cas  qu'il  ne  soit  pas  possible  de  former 
un  pentagone  convexe  avec  les  points  donnés, 
la  courbe  est  toujours  une  hyperbole,  et  les 
points  sont  distribués  sur  les  deux  branches. 

Si  trois  points  sont  en  ligne  droite ,  alors  on 
obtient  deux  droites  qui  sont  les  limites  d'une 
hyperbole,  lorsqu'elles  sont  convergentes;  ou 
d'une  parabole  lorsque  les  droites  sont  paral- 
lèles. 

La  solution  des  quatre  derniers  problèmes 
n'exige  d'autres  instrumens  que  la  règle. 
(Note  27.) 


- . 
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Projections  cylindriques. 

609.  Lorsque  le  sommet  du  cône  projetant 
est  à  l'infini,  la  surface  deviènt  cylindrique  et 
tous  les  rayons  projetés  sont  parallèles  ;  la  pro- 
jection  cylindrique  d'une  ligne  sur  un  plan 
n'est  autre  chose  que  la  section  que  fait  ce  j 
plan  dans  le  cylindre  qui  passe  par  la  ligne 
donnée»  là  projection  est  oblique  lorsque  Far 
rête  du  cylindre  est  inclinée  sur  le  plan  de 
projection  ;  la  projection  «est  droite  OH  Qrthogo- 
naïe,  lorsque  l'arête  ducyliudre  est  perpendicu- 
laire au  plan  de  projection  ;  cette  dernière  es- 
pèce de  projection  est  la  plus  usitée  :  de  sorte 

3iî e  lorsqu'on  parle  de  projection  d'un  point» 
'une  ligne ,  sans  aucune  dénomination  spé- 
ciale ,  on  entend  toujours  la  projection  cylin- 
drique orthogonale. 

Dans  la  figure  1^3  ,  AKB  est  la  projection 
orthogonale  de  l'ellipse  RiL'  sur  le  plan  de  la 

base  du  cylindre. 

» 

Calcul  appliqué  aux  projections  angulaires 
ou  coniques  des  lignes  f  propriétés  des  seg- 
mens. 

...  •  . 

610.  {Fig.  i3o.)  SoitAKGD  un  polygone 
quelconque  ;  pour  abréger,  nous  suppôsons  que 
c'est  un  quadrilatère  ;  et  B,  G,  E,  F,  H,  I,  L,  M, 
des  points  en  nombre  quelconque  pris  sur  ces 
côtés;  et  S  un  point  pris  hors  du  plan  du 
polygone  ;  menons  les  rayons  SA,  SB,  SC,  SD, 
et  prolongeons-les  jusqu'à  ce  qu'ils  coupent 
un  second  plan  quelconque  en  A',B',C, D\..; 
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le  polygone  A',D',G',K'  sera  la  projection  co- 
nique de  ADGK  sur  le  second  plan.  On  aura 

Triangle  SAB  =  f  SA.S$.sin. SAB 
SAC  =  i SA  .  SC.  sin.SAC 
SDC=iSC.SD. sin.  SCD 
SJ)B=iSD.SC.sin.SDB; 

d'où  l'on  tire   SAB  x  gAC  = 

SDGxSBD 

_  SAa.  sin.  SAB.  sin.  SAC     AB  X  AC 

SD».  sin.  SCD.  sin.  SJ)B~~DGxBB  ' 

SAB  AB 
car  —  

SDC  DC 
SAC  AC 
SDB ~  ÏÏB 
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^i  t.  {Fig.  i3o.  )  Supposons  qu'une  section 
tonique  passe  par  les  points  B' ,  G ,  E' ,  F ,  H' , 
l* ,  L',  M';  on  pourra  regarder  celte  section 
conique  comme  la  projection  conique  d'un  cer- 
cle passant  par  les  points  B,C,D,E,F,H, 
I ,  L,  M  ;  mais ,  dans  ce  cas  ,  le  premier  mem- 
bre de  l'équation  (M)  se  réduit  à  l'unité  ; 

AB.AC 
car.   ==  i  ; 

AM.AL 
DE  x  DF  _ 

DC  .  DB~I,etC- 

Donc  le  second  membre  est  aussi  égal  à  l'u- 
nité, dans  une  section  conique  quelconque  ; 
cette  relation  est  désignée  sous  le  nom  de  pro- 
priété des  segmens.  On  la  doit  au  célèbre 
Carnot. 

612.  Si  KL  =  AM,  on  a  aussi  KM  =  AL  ; 
et  alors  on  a 

AB.AC. DE. DF.GH.GI_ 

DB.DC.GE.GF.KH.KI~~l( ); 
si  on  a  KL  =  AM  =  AB  =  KT; 
al       AC.DE  .DF.GH  .GI  _ 
^?rS   DB.DC.GE.GF.KH~"  *' 

'  61 3.  {Fig.  i3i.)  Si  les  côtés  du  polygone 
deviennent  des  tangentes  à  la  section  conique  j 
comme  dans  la  fig.  i3i,  alors  AL  =  AM; 
KL  =  KM,  AB=AC;DB  =  DC,  etc.,  et  la 
relation  (M)  devient 

AB',  DE» .  GHa  i  KL"  _ 

DB».D&.KH».  AL»~~ 
,  AB.DE.GH.KL 

d  OU    —   =;  I . 

DB.GE.KH.  AL 
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614.  1 3 1.)  lorsque  le  poîygonp  est 
un  quadrilatère  circonscrit ,  les  deux  diago- 
nales se  coupent  au  ruéme  point  û  que  le$  dia- 
gonales du  quadrilatère  inscrit  BpHL,  En  effet, 
J4  proportion  e$t  évidente  lorsque  la  $ectioi| 
conique  est  un  çercle  ,  et  que  le  quadrilatère 
inscrit  e*t  un  pgrqUélograujmâ  f  néppssaire- 
ment  un  rectangle  ;  or,  tout  quadrilatère  inscrit 
dans  une  section  conique  peut  être  regardé 
comme  la  projection  angulaire  d'un  parallélo- 
gramme inscrit  dans  un  cercle. 

Cette  même  considération  sert  à  démontrer 
que  les  quatre  points  de  ^encontre  des  côtés 
respectivement  opposés  dans  le  quadrilatère 
inscrit  et  circonscrit  sont  hapnoniquement 
placés  sur  une  même  droite. 

61 5.  (fig.  i3o.)  Appliquant  la  relation  géné- 
rale (M)  au  triangle  ODG,  on  obtient 

OB.OC.DE.DF  .GH.GI_ 

DC . DB  •  GF .  |&J2  .  01  .OH  ~  1 5 
si  Ton  a  OB.  0G=  pl.  QH  (  1 } , 
alors  la  relation  (M)  se  change  en  celje-ci  : 

DÉ.DFQp.GI  M 

DC.DB.GF.GE~  1 5 
DC  .DB  GH.GI. 

oubMm  deTdf = gî\gë 

L  equafion  (  1  )  a  lieu  dans  deuf  cas  ; 

i°  Lqrsque  l'angjp  ÇBJ.  est  $uppléi»ent  de 
l'angle  opposé  CHl,  les  quatre  points  G  ,  B, 
H ,  I  étant  alors  sur  la  même  circppférence  , 
on  a  par  la  propriété  des  sécantes  OB.  OC  ==  01. 

OH  ; 

20  Lorsque  l'angle  CBI  est  supplément  de 
1  adjacent  HIB,  HI  étapt  parallèle  à  CB,  les 
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distances OB ,  OC ,  01,  OH  deviennent  ifcfin.es 
et  égales. 

ij'ailiettrs,  on  peut  dé  mon  trer  cette  même 
proposition  directement.  « 

A  l'aide  des  propriétés  des  se^meus  il  est 
aussi  facile  à  démontrer  que  les  trois  droites 
qui  votlt  daiis  un  tHanglë  ciiconscrtt,  dû 
sommets  aiii  points  de  èôntact  respectivement 
opposés,  se  coupent  en  un  même  point. 

Ellipse  ;  sûh  éqûaiion  f  aitè.     .  ;  i 

m.U^;^l  bi^  Soient  $ |ftdW 
cordes  pai|alleles.  iqsçrit^s  daps  ,une  ellipse  » 
et  EDGF  le  diamètre  qui  passe;  par  leurs  mir 
lieux  ,  et  qu'on  nomme  diamètre  conjugué  aux 
cordes,  on  aura,  par  la  propriété  des.segmens1,' 

DB  .  DC    GIl . Gt 

.... DE.DF  gf.geV  ; 

DI7DF  H  gfTïïê'  •  ii  ko,). 

Cette  proportion  s  énonce  ainsi  :  clans  l'el- 
lipse, les  carrés  des  cordés  parallèles  sont  entré 
eux  comme  les  produits  des  segmens  qu'elles 
font  sur  le  diamètre  conjugué. 

617.  Par  le  centre  O  j  mettons  lè'  diaHnetré 
MOM  parallèle  à  BD\  on  âttra       "  " 

BD1  :  0Ma  :':  DË.  DF  l'DË*;     '   «  ;  ' 

Soietit  OE y  a ,     :<    '■  •   '  "  "•  "      •'  " 
0M  =  6, 

DE  —  a — x,     ■  •  »•»;•» 
la  pra  portion  s'&rit  doue  ainsi  ;    1  >  : 


«    -,  •  -  I  Ai* 

1 
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'y*ib*tt{a — x)  [a  +  x):  a':,  , 
d'où  a* y*  =  b*  {a*  —  x>  ).  .. 

Cette'  équation  est  nommée  équation  de  Vcl- 
lipse  rapportée  à  son  centre  ,  et  aux  deux  dia- 
mètres MN ,  EF  qui  sont  dits  conjugués  l'un 
à  l'autre parce  que  chacun  d'eux  divise,  en. 
deux  parties  égales  les  cordes  menées  parallèle- 
ment à  l'autre  ;  en  effet ,  menons  BI  parallèle 
àEF, 

on  aura  BR.  RI  :  EO'  :  :  MR.  RN  :  MO'  ; 
ou  bien  BR.  RI  .  EO?  :  :  MO2  —  ORl  :  MO'  ; 
BR.  RI  :  EO'  :  :  MO'  —  BD»  :  MO1; 

d'où  EO»  —  BR.  RI  :  EO'  :  »  BD»  t  MO*  :  :1 
:  :  EO'  —  OD'  :  EO1  :  :  EO»  —  BRa  :  E0'| 

donc  BR.  RI  =  BR'  ; 

et        ■-■>'      BR  =  Rî. 

fei8.  (Figure  i3a.)  Ainsi ,  connaissant  de 
grandeur  et  de  positioi*ddèux  diamètres  conju- 
gués 1  a  et  2  b  de  1  -ellipsé ,  on  peut  construire 
tous  les  points  de  la  courbe  à  l'aide  de  sou 
équation.  Soient  MN ,  EF  les  deux  diamètres 
conjugués, que  nous  supposons  perpendicu- 
laires, alors  EF  est  le  grand  arc,,  et  MJN  Je 

F tôt  \axe  de  l'ellipse  ;  les  quatre  points  E,  M, 
,  N,  appartiennent  à  ia.QO.uroe  et  en  sont 
les  sommets-,  pour  en  trouver  encore  d'autres, 
décrivez  sur  les  axes,  comme  diamètres ,  des 
circonférences  de  cercle;  menez  un  rayon  OR, 
qui  coupe  la  petite  circonférence  en  S  ;  abais- 
sez la  perpendiculaire  RP,  et  menez  la  pa- 
rallèle SM'  à  EF ,  le  point  M'  appartient  à 
l'ellipse  j  en  effet ,  l'on  a 

M'  P»  ,  RP'  :  :  OS'  :  OR'  :  :  OM'  •  OE'j 

ou  bien  M'P'  :  EP.  PF  : .  OM'  :  OE'i 

donc  M'  est  sur  l'ellipse  (  617  ),  . 
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Si  les  diamètres  conjugués  n'étaient  pas  à 
angle  droit,  on  ferait  encore  la  même  con-, 
struction;  on  donnerait  à  PM'  une  inclinaison 
M'PF  égale  à  celle  des  diamètres. 

619.  {Fig.  i32.  )  R,  R'  étant  deux  points 
du  cercle  ,  et  M',  M"  les  points  correspondans 
de  l'ellipse  ,  il  est  facile  de  voir  que  les  cordes 
RR',M'  M"  rencontrent  Taxe  EF  en  un  même 
point  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  tangente  RI  au 
cercle,  et  la  tangehte  MVT à  l'ellipse ,  coupent 
l'axe  en  un  même  point  T:  on  a  donc  ici  un 
moyen  simple  de  mener  une  tangente  a  l'ellipse, 

_ 

Parabole  ;  son  équation. 

620.  {Fig.  i33.)  Soient  BC,  IH  deux  cor- 
des parallèles  ,  et  EDG  leur  diamètre  con- 
jugue (  616); 'il  ne  rencontre  la  courbe 

est 
à 


Les  carrés  des  cordes  sont  proportionnels 
aux  segmens  faits  sur  le  diamètre  conjugué. 

Soient  données  de  grandeur  et  de  position 
ED  et  BD;  faisons 

ED  =  m , 

BD  =  n,  f 
EG  =  #, 

n2  m 
n*x. 


on  jUira 


doù 


M 
•  - 


tn  -      -  -  ' 

3o 
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Éqilatidti  de  la  parabole ,  qui  peut  servit  à  la 
construire  par  points;  à  cet  ëfiet,  prêtiez  KE, 
de  manière  que  Ton  ait  ht  m*  in:  KE,  et  en- 
suite une  moyenne  prbportiônheilë  entre  EG 
etKE,  tous  aurez  GI. 


621.  On  âGI*  =  -.  EG, 

m     >  ,  . 

fctf>  =  Ç.ËG', 


GMh—GI^GT— Gl)  (GT+GI)  = 


=. — .  G  G'. 


Menons  la  parallèle  IR ,  on  a 

is      ai  :,  IR  =  IG— -1G  ,  . ,  . 


mais 


,    „-.v       RI  =  GG'  ; 


dohc  GT^-GI:GG'::GI:GS:: 

::lL:GI  +  G'l'i 

4 


m 


dou         lx&  =  — "î 

plus!  s'approche  de  I,  et  plys  la  sécante 
s'approche  de  la  tangente;  au  point  de  contact  I, 
GI  =  GT  ;  et  Ton  a  v 


2.— .EG 
„m    2GI2       m  ^n 

GT=  =  — =2EG. 

n2  n2 


m  m 
Ainsi ,  pour  mener  la  tangente  au  point  I  »  il 

suffit  de  porter  EG  de  E  en  T,  et  de  mener  IT. 
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Hyperbole  j  sçn  équation. 

622.  (Fig.  i34.  )  Soient  BÇ,  IH  deux  cordes 
parallèles  dans  une  même  branche  de  l'hyper- 
bole, GDEF  leur  diamètre  conjugué;  il  ren- 
contre  la  courbe  en  deux  poipts  E ,  F,  et  on 
aura 

QÏ':BD»:GExGÇ:DjSxPF. 

Le  diamètre  XOY,  eonjugué  à  FE,  ne  ren- 
contre pas  la  courbe  ;  regardons  comme  con- 
nues de  position  et  de  grandeur  les  lignes  ÔE, 
QP ,  DB ,  et  faisons 

OE  =  a, 

OD—m, 

OG  =  x, 
GI  =y, 
GE  =  x  —  cl  , 

GF  =  x  +  af 
la  proportion  s'écrit  donc  ainsi  : 

y*--n*i9-x2  —  a7:  m2  —  a2; 

doù  ra=- —  (x2— a2). 

Soit  q  une  moyenne  proportionnelle  entre 
rn+u  et  mr—a ,  ôp  aura 

q2=zm2-^a2i 

et  a*)-, 

soit  encore  b  une  quatrième  proportionnelle 
aux  trois  lignes  q ,  n ,  <z ,  de  sorte  que  l'pp  ait 

q:n.:  a*.b; 

n  h 

et  -  = 

; . ,    ;      q  &> 
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d'où  y*  —  —  («*■— a*)- 

Telle  est  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée 
au  centre  ;  ici  a  est  une  ligne  auxiliaire  qui  sert 
à  donner  à  l'équation  une  forme  analogue  à 
celle  de  l'ellipse;  mais  dans  cette  dernière 
courbe  y  Taxe  b  est  donné  par  la  courbe  même , 
tandis  que  dans  l'hyperbole ,  il  est  introduit 
par  un  artifice  de  calcul. 

On  a  évidemment 

b7x2 

ra<  "  ou 

bx 

r3<— 

a 

x  "a 

Si  donc  on  prend  un  point  k  tel  que  le  rap- 
port de  ses  distances  aux  axes  OX,  OY  soit 
b 

égal  à  -  ,  le  point  sera  hors  de  l'hyperbole  ;  si 

en  £  on  élève  une  perpendiculaire  à  OX  et 
qu'on  prenne  d«  part  et  d'autre  ET  =  ET  =  b. 

Les  deux  droites  OT,  OT'  sont  le  lieu,  géo- 
métrique du  point  k  ;  à  quelque  distance  qu'on 
prolonge  ces  droites,  elles  seront  toujours  hors 
de  la  courbe  et  ne  peuvent  U  toucher  qu'à 
l'infini.  C'est  ce  qui  leur  a  fait  donner  le  nom 
à9 asymptotes  (602). 

6a3.  Pour  construire  l'hyperbole  par  points, 
décrivons  sur  EF,  comme  diamètre,  une  cir- 
conférence  ;  du  point  G,  menant  une  tangente 
a  cette  circonférence,  elle  sera  moyenne  pro- 
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portion  nel  le  entre  GE  et  GFj  désignons  cette 
tangente  par  T,  on  aura 

X         m  m       m  *  >  » 

624.  Lorsque  les  cordes  parallèles  II',  BB' 
se  terminent  chacune  aux  deux  branches  de 
l'hyperbole ,  leur  diamètre  conjugué  XOY  ne 
rencontre  pas  la  courbe ,  et  il  n  y  a  plus  de 
segraens,  et  le  calcul  donne  alors 

NI*  :  BK'  :  t  ON*  +  6*  :  OKa  +b\ 

f 

6a5«  La  forme  de  cet  ouvrage  ne  nous  per- 
met pas  de  nous  étendre  davantage  sur  les 
autres  propriétés  des  lignes  du  second  degré  j 
elles  appartiennent  aux  traités  spéciaux  sur 
cette  matière;  ce  que  nous  avons  dit  suffit 
pour  la  plupart  des  applications,  et  pour  faire 
connaître  la  nature  de  ces  lignes. 

Calcul  appliqué  aux  projections  cylindriques 

droites  ou  orthogonales. 

* 

626.  Si  nous  représentons  par 
L  la  longueur  d'une  droite  ; 

L'  la  longueur  de  la  projection  de  cette  droite 

sur  un  plan  ; 
(  L,  L'  )  angle  de  L  et  de  L' }  on  aura  évidem- 
ment 1/  =  L  cos.  (  L ,  L')  ; 
si  la  droite  est  parallèle  aux  plans  ,  on  aura 
cos.  (L,  L')  =  1,  et  L  =  L\ 

627.  Soit  ABC  un  triangle  dont  le  côté  AB 
est  parallèle  au  plan  de  projection ,  et  A'B'C 
la  projection  de  ce  triangle;  de  C  et  G',  abais- 
sons des  perpendiculaires  CD ,  CD'  sur  AB  et 
A'JB'  j  (jjj  sera  la  projection  de  CD. 
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Faisons  AB  =  c , 

»  B'C  — 

^dièdrPApCavec^$'C'==«, 

ÇD=A, 
,    CD'  =  A', 
aire  ABC  =  S, 
aire  A'B'C  =  S'  ; 
on  aura  h'  =  Acos.  «, 

S  &  f  Ac, 

S'  A' 

—  =  —  =  cos.  a. 

O    ;  h 

et  S'  =  S  cos.  a. 

628.  Menons  par  AB  un  plan  parallèle  à 
celui  de  projection ,  et  projetons  ABC  en  ABC 
sur  ce  second  plan  ;  soit  AC"B  un  angle  droit, 
les  quatre  points  A,  B,  C,  sont  les  som- 
mets d'une  pyramide  triangulaire  tri-rectaogle 
en  C" , 

*oit  S"  =  aire  face  CC'B  =|CC"  X  C"B, 
S'"  =  aire  face  CC"  A=^CC"  X  C'A , 
SWi.AB.C"D=;  aire  ABC", 
S  =  ^AB.CD. 

S"^S,,,a— iCC"2  (C"A*+C"B>)  = 

=  i-ÇC"2(AB>), 
S"  +  S"*+.S"5"     7AB2  (jÇÇ"?«  = 

=±.AB.CD3=rS2. 

Appelons  la  face  S  ia  face  hypoihènuse,  on 
aura  cette  proposition  analogue  au  théorème 
de  P>  tha^ore.  ■ 
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Bans  toute  pyramide  triangulaire  tri-rec- 
tangle, le  carré  de  la  face  hypothènuse  est 
égal  à  la  spmme  des  carrés  des  trois  faces 
latérales. 

629.  Soient  toujours  dans  la  même  suppo- 
sition    a=^  angle  dièdre.  ABC,  ABC7', 

p=  :  aç"C,  , 

7=    ,      ,  BC"C; 
on  aura  S'  =  S  pps.  af 

.».•;  .  S^'==S  COS.fl, 

Sr,f  =  S  COS.  y; 
d'où  S'a+S''?+S''''  =S?  (cos.?  a  +  cos.? 0  Hh 

4»cos-^7)=Sa, 
ét        cos.2  fc'+cos*2  p  +  cos.*  7  =  1. 

Ztf  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
que  fait  un  plan  auec  trois  plans  rectangu- 
laires çst  toujours  égale  à  l'unité. 

630.  Si  du  sommet  G"  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire C"P  sur  la  face  hypothénuse  CAB, 
les  angles  de  C"P  avec  C"G,  C'A,  C"B  sont  res- 
pectivement égaux  à  a,  (3,  7  :  donc  1$  somme 
des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  fait  une 
droite  avec  trois  droite»  rectangulaire»  est 
égale  à  l'unijté. 

63  i  l  Menons  du  sommet  G"  une  seconde 
droite  C"Q,  faisant  avec  les  droites  G ''G , 
C'A ,  G 'B,  les  angles     ff,  y',  on  ««ni 

co*.'  G"*,  G'<Q  =  co».  «  cos.  a' 

+  cos.  p  cos.  (3'  +  cos.  7  cos.  y  . 

632.  Sôït  un  triangle  ABC,  dont  le  plan 
fait,  avec  celui  derprojection ,  un  angle  quel- 
conque  a,  et  n'ayant  aucun  de  ses  côtés  pa- 
rallèle à  ce  plan  ;  par  A ,  menons  un  plan  pa- 
rallèle à  celui  de  projection,  et  soit  D  le  point 
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d'intersection  de  ce  plan  avec  la  droite  BC; 
AD  sera  parallèle  au  plan  de  projection  ;  dé- 
signons par  A',  B',  C\  D\  les  projections  res- 
pectives de  A,  B,  C,D,  on  aura 

aire  A'B'D'  =  aire  ABD.  cos.  a  ; 

aire  A'D'C  =  aire  ADC.  cos.  a  j 

or         ABC  =  AW+ADC 

A  BC  =  ABD  +  ADC  ; 

donc      A'B'C  =  ABC.  cos.  a. 

La  conclusion  reste  la  même  lorsque  la  ligne 
AD  tombe  hors  du  triangle  ABC  :  donc  Taire  j 
de  la  projection  d'un  triangle  est  égale  à  Taire 
du  triangle  multipliée  par  les  cosinus  de  l'angle 
dièdre  que  forme  le  plan  du  triangle  avec  celui 
de  projection. 

633.  On  peut  partager  un  polygone  en  trian- 
gles; de  là  on  conclut  que  l'aire  de  la  projec- 
tion d'un  polygone  est  égale  à  Taire  du  poly- 
gone, multipliée  par  le  cosinus  de  l'inclinaison 
de  son  plan  sur  celui  de  projection. , 

634-  En  considérant  une  figure  courbe  plane 
comme  un  polygone  compose  d'une  infinité  de 
petits  côtés,  on  conclut  que  l'aire  de  la  pro- 
jection d'une  figure  plane  quelconque  est  égale 
à  Taire  de  cette  figure  multipliée  par  le  cosinus 
de  l'angle  d'inclinaison. 

635.  Soit  S  Taire  d'une  figure  plane;  S',S"f 
S'",  les  aires  des  projections  de  ces  figures  sur 
trois  plans  rectangulaires  ;  a,  p,  7,  les  angles 
que  forment  le  plan  de  la  figure  S  avec  les 
plans  de  projection ,  on  aura 

S'=  S  cos.  a 
S"  =  S  cos.  p 
S'" —cos.  y  i 
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d'où  S'*  +  S"*  +  S'"3  =  S2  (  cos. >  a  +  cos. a  0 
+  cos.ay)  =  S.3. 

Donc  le  carré  de  l'aire  d'une  figure  plane  est 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  aires  des  trois 
projections  de  la  figure  sur  trois  plans  rectan- 
gulaires (628).  .  , 

Projection  sur  une  droite. 

636.  Si  d'un  point  donné  A  on  mène  un  plan 
perpendiculaire  à  une  droite  fixe  X ,  le  point 
de  rencontre  A'  est  la  projection  du  point  À 
sur  la  droite  X. 

Soient  À'  et  B'  les  projections  de  deux  points 
A  et  B  sur  la  droite  X;  toutes  les  droites  com- 
prises entre  les  plans  projetans  auront  pour 
projection  la  longueur  A'B'  ;  menez  par  le  point 
A' une  parallèle  à  AB;  la  partie  interceptée 
entre  les  deux  plans  projetans  est  évidemment 
égale  à  AB ,  nommant  a  l'angle  de  AB  avec 
A  B'  on  aura  l'équation  A'B'  =  AB  cos.  a. 

Ainsi  la  projection  d'une  droite  sur  une  au- 
tre, est  égale  à  la  droite  projetée,  multipliée 

f>ar  le  cosinus  de  l'angle  ae  deux  droites.  De 
à  on  tire  des  conséquences  analogues  à  celles 
qu'on  a  énoncées  ci- dessus  pour  les  surfaces. 
La  plus  importante  est  celle-ci  :  la  projection 
du  côté  d'un  polygone  sur  une  droite  est  égalé 
à  la  somme  des  projections  des  côtés  restans 
sur  la  même  droite;  il  ti'est  pas  nécessaire  que 
les  côtés  soient  dans  le  mêriie  plan  et  selon  la 
situation  respective  des  côtés,  il  y  en  a  dont 
la  projection  doit  être  prise  soustractivemenU 
Cette  propriété ,  écrite  algébriquement 
donne  V équation fondamentale  de  la polygo- 
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nqmétrieet fournit  les  formules  pour  la  trans- 
formation des  coordonnées ,  qui  nest  q\£un 
cas  particulier  de  tètragonométrie  plane  et 
4e  hexagpnomètrie  sp^èrique,  (ifote  ag.) 

- 

Aire  de  V ellipse. 

■ 

637.  Soit  0  le  centre  d'un  cercle  ;  par  le  dia- 
mètre ÀOB  menons  un  plap  faisgqt  yn  #ngle 
dièdre  *  avec  celiji  du  cercle;  piojetops  le 
cercle  sur  ce  plan  ;  la  projection  est  une  ellipse 
qui  aura  AÊ  pour  grand  axe ,  et  AB  cos.  a 
pour  petit  axe;  or  Taire  de  l\ellipse  est  égale 

AB 2 

à  celle  du  cercle  ou  à  tt         multiplié  par 

4 

AB2 

cos.   a  (634)  y    ^ga'e  h  *  ~~.  cos.  a=ir. 

i  AB . £  AB  cos.  a.  Ainsi  l'on  trouve  Taire  d'une 
ellipse  en  multipliant  le  produit  de  ses  demi- 
axes  par  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

On  peut  aussi  trouver  Texpression  de  cette 
^irp  de  ccfte  manière  : 

Sur  le  grand  axe  de  Tellipse  comme  dia- 
mètre ,  décrivons  une  circonférence  en  cou- 
pant les  deux  coijrbes  par  une  suite  de  plans 
perpendiculaires  au  grand  axe,  les  longueurs 
<Jfe§  sections  correspondantes  sont  toujours 
fians  le  même  rapport  du  gr^nd  axe  au  petit 
axe  ;  donc  les  aires  comprises  entiœ  les  mêmes 
plans  sont  dqns  'e  même  rapport  (  proposit. 
3  de  la  page  271). 

Ainsi  i  a  désignant  lè  grand  axe  et  7  6  le  7 
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petit  axe  :  on  aûra  pour  aire  du  cercle  na%  et 

b 

pour  celle  de  l'ellipse  va?  .  —  =  n  ab. 


a 


Il  est  facile  maintenant  de  déterminer  l'aire 
dun  segment  et  d'un  secteur  elliptiques. 

638.  Deux  diamètres  perpendiculaires  dans 
le  cercle  se  projettent  suivant  deux  diamètres 
conjugués  dans  l'ellipse  ;  en  joignant  les  ex- 
:  tremites  de  ces  derniers  diamètres  par  des 
5  cordes,  on  aura  un  parallélogramme  inscrit 
dans  Tellipse,  et  il  est  la  projection  du  carré 
inscrit  dans  le  cercle  ;  or  l  aire  de  ce  carré  est 
invariable;  donc  aussi  Taire  du  parallélogramme 
inscrit  dans  l'ellipse  est  degrandèur  invariable. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  la 
somme  des  carrés  des  deux  diamètres  conjugués 
dans  l'ellipse  est  une  quantité  constante. 


par 

gramme  construit  sur  les  diamètres  conjugués 
a  et  b  est  également  constante. 

«'  <  /sa  /A/ 


Aire  dè  la  parabole. 

•  '     '  '         .  •  i  .  , 

•    i  •      •»  •  ■  .  <  •  » 

63g.  Soient  A  et  V  deux  points  pris  sur  une 
parabole;  VT  un  diarîiètre  prolongé  rencon- 
trant en  T  la  tangente  AT.  Il  s'agit  de  trouver 
Taire  du  triangle  mixtiligne  AVt  ;  concevons 
utae  pyramide  ayant  son  sommet  en  A  ;  pour 
arête  AT  et  pour  base  Taire  du  parallélogramme 
compris  sous  AT  et  TV  ;  coupant  la  pyramide 
et  le  triangle  mixtiligne  par  une  suite  de  plans 
parallèles,  Taire  de  la  section  pyramidale  est  à 
la  longueur  de  la  section  dâhs  le  triangle,  tou- 
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jours  dans  le  même  rapport  de  l'aire  de  la  base  à 
l'arête  AT(6t2o);  donc  d'après  la  proposition  troi- 
sième de  la  page  i ,  le  volume  de  la  pyramide 
est  à  l'aire  du  triangle  dans  le  même  rapport; 
et  l'on  en  conclut  facilement  crue  l'aire  mixti- 
ligne  est  égale  au  volume  de  la  pyramide  di- 
visée par  sa  hauteur,  c'est-à-dire  au  tiers  de  sa 
base  ;  ainsi  le  triangle  mixtiligne  a  pour  aire 
le  tiers  du  parallélogramme  formé  sous  AT  et 
TV? comme  on  connaît  l'aire  du  triangle  rec- 
tiligne  ATV,  on  aura  ainsi  l'aire  dû  segment 
parabolique,  compris  entre  l'arc  AVet  la  corde 

AV. 

Surfaces  du  second  degré. 

64o.  {Fig.  i35.  )  On  a  donné  le  nom  de  sur* 
faces  du  second  degré  à  celles  qui  ne  peuvent 

être  rencontrées  par  une  droite  en  plus  de  deux 

•  _  ». 
points. 

Nous  allons  donner  une  idée  de  ces  surfaces. 

Ellipsoïde.  1 

*  •  i 

64».  ABA'B'  est  uhe  ellipse;  AA',  BB',  en 
sont  les  axes  rectangulaires,  et  O  le  centre  : 
au  point  O  est  élevée  une  perpendiculaire  sur 
le  plan  de  l'ellipse;  sur  cette  perpendiculaire 
on  prend ,  à  partir  de  O ,  en  dessus  et  en  des- 
sous du  plan ,  deux  longueurs  OD,  OB',  égales 
chacune  à  BD.  Par  A  A  et  DD',  pris  pour  axes, 
on  fait  passer  une  ellipse  dont  le  plan  est  évi- 
demment perpendiculaire  à  celui  de  l'ellipse 
AB ,  A'B'.  On  voit  la  moitié  de  la  seconde 
ellipse  transporté  en  ADA',  où  elle  est  repré- 
sentée en  rabattement. 

Par  les  axes  BOB  ,  DOI>',  faisons  passer  une 
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troisième  ellipse  :  on  en  voit  la  moitié  rabattue 
en  A'DB';  menons  maintenant  une  suite  de 

{dans  parallèles  au  plan  BDB'D'  ;  ils  coupent 
'ellipse  ABA'B'  suivant  les  cordes  MM(, 
N'N  ,  etc. ,  et  l'ellipse  ADA'D'  suivant  les  cordes, 
passant  par  I,1',I  ,  etc.,  parallèlement  àDOD', 
et  égales  respectivement  à  2  fois  mm\  inri , 
zpp'9  etc.;  construisant  successivement  toutes 
les  ellipses,  ayant  leur  centre  en  I,  I',  I?',  etc., 
etpour  axe  MM',  <xmm!\ NN',  1  nn!  ;  PF,  %pj/-9 
la  réunion  de  toutes  ces  ellipses  forme  une 
surface  nommée  ellipsoïde. 

Les  droites  AO  A',  BOB',  DOD'  sont  les  axes 
principaux,  et  0  le  centre  de  l'ellipsoïde  ; 
connaissant  les  axes  principaux  d'un  ellip- 
soïde ,  on  peut  donc  construire  la  surface.  Les 
trois  plans  qui  passent  par  les  axes ,  pris  deux 
à  deux ,  sont  les  plans  principaux* 

64^.  Tout  plan  K  parallèle  au  plan  ABA'B' 
coupe  la  surface  suivant  une  ellipse.  En  effet , 
soit  t",  u ,  v,  sf ,  ur ,  la  projection  de  cette 
courbe  sur  le  plan  ABA'B';  les  droites  paral- 
lèles vv\  uu',  sGnt  cordes  dans  les  ellipses  NN', 
MM'  ;  de  plus ,  l'axe  £" ,  0 , 1",  est  dans  le  plan 
de  l'ellipse  AD  A'  ;  alors ,  à  l'aide  de  la  propriété 
des  segraens,  on  démontre  facilement  que 
uiï*  :  ;  Y  I"  X I1  i"  :  :  II"  X  I*"  ;  donc  la  courbe 
est  une  ellipse. 

643.  Ainsi,  dans  tout  ellipsoïde,  un  plan 
mené  perpendiculairement  à  un  axe  principal 
coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  ;  de  là  on 
conclut  facilement,  en  s'appuyant  sur  la  pro- 
position des  segmens  : 

i°  Toute  section  faite  dans  l'ellipsoïde  par 
un  plan ,  est  une  ellipse. 

20.  Toutes  les  sections  parallèles  ont  les 

Si 
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centres  distribués  sur  une  même  droite ,  pas- 
sant par  le  centre  de  la  surface  ;  cette  droite  est 
un  diamètre  de  la  surface,  et  la  section  cen- 
trale est  dit  un  plan  conjugué  à  ce  diamètre. 

Tout  plan  passant  par  un  diamètre  donné 
coupe  la  surface  suivant  une  ellipse ,  et  le  plan 
conjugué  au  diamètre  suivant  Une  droite  ;  il  y  a 
deux  positions  où  cette  droite  est  conjuguée  au 
diamètre  donné  dans  la  section  elliptique .  Ainsi, 
à  chaque  diamètre  correspondent  deux  diamè- 
tres conjugués,  et  les  trois  plans  qui  passent  par 
ces  diamètres,  pris  deux  à  deux,  sont  des  plans 
conjugués.  Ces  plans  ne  sont  à  ahgles  droits 
que  lorsaue  les  diamètres  sont  des  axes  prin- 
cipaux. On  démontre  que  lé  volume  du  paral- 
lélipipède  construit  sur  trois  diamètres  con- 
jugues est  constant ,  et  que  la  somme  des  car- 
rés de  ces  diamètres  est  aussi  constante. 

3°;  A  mesure  que  les  sections  parallèles  s'é- 
loignent du  centre ,  les  axes  de  l'ellipse  dimi- 
nuent ;  et  à  la  fin  l'ellipse  se  réduit  à  un  point, 
et  alors  le  plan  est  tangent  à  l'ellipsoïde. 

4°.  Par  un  point  pris  sur  l'ellipsoïde ,  faisant 
deux  sections  qui  donnent  deux  ellipses, 
le  plan  qui  renferme  les  deux  tangentes  me- 
nées à  ces  deux  ellipses  par  le  point ,  est  tan- 
gent à  la  surface  ;  ce  plan  est  unique. 

5°.  Si,  par  un  point,  on  mène  tant  de  sé- 
cantes qu'on  voudra,  les  points  qui  divisent 
ces  sécantes  harmoniquement  sont  situés  dans 
un  même  plan ,  qui  est  le  plan  polaire  du 
point  (  409);  les  milieux  des  cordes  parallèles 
sont  situés  sur  un  même  plan  passant  par  le 
centre. 

6°  Tout  cône  qui  rencontre  un  ellipsoïde 
suivant  une  ellipse  >  le  coupera  en  sortant  aussi 
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suivant  une  ellipse  ;  les  deux  ellipses  et  le  plan 
polaire  corresppqdÊnt  pu  sommet  du  cône  se 
rencontrent  suivant  la  même  droite, 

7°  Un  cône  étant  tangept  à  un  ellipsoïde ,  la 
courbe  dé  contact  est  une  ellipse  ;  elle  est  Y  in- 
tersection de  la  surface  par  le  plan  polaire  du 
sommet  du  cône. 

8°.  Toutes  les  sections  parallèles  ont  leurs 
centres  situés  sur  un  même  4iafl*ètre ,  et  sont 
semblables. 

9°  Toute  section  perpendiculaire  à  un  plan 
principal,  a  son  centre  et  un  a*e  principal  si- 
tué dans  ce  plan. 

io°  Soit  OB  le  ~  axe  moyen  entre  les  trois 
axes  principaux;  on  mène  dans  le  plan  ADA'D' 
deux  droites  OR,  OR'  égales  chacune  à  OB  ; 
les  sections  passant  par  OR ,  OB ,  et  par  OR', 
OB',  sont  donc  des  cercles  ;  donc,  par  un  point 
quelconque  sur  l'ellipsoïde,  menant  des  plans 
parallèles  à  ces  sections ,  on  obtiendra  deux 
sections  qui  sont  aussi  des  cercles  (89)  ;  ainsi 
par  chaque  point  de  l'ellipsoïde  passent  deux 
cercles  situés  sur  la  surface. 

On  conclut  du  numéro  6°.  comme  on  a  fait 
pour  la  sphère  (586),  si  on  coupe  la  surface  de 
l'ellipsoïde  par  un  plan  parallèle  à  un  plan 
tangent;  prenant  le  point  de  contact  pour 
sommet,  une  ellipse  quelcouque  tracée  sur  la 
surface  se  projette  coniquement  sur  la  section 
parallèle  au  plan  tangent,  suivant  une  ellipse 
semblable  à  celle  de  la  section.  Ces  projecr 
tions  sont  dites  stèréomètriques ,  en  terme  de 
géodosie.  On  en  fait  usage  dans  la  construction 
des  cartes  géographiques. 
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Ellipsoïde  de  révolution. 

644.  {Fig-  l350  Si  'Ellipse  ABA'B'  est  un 
cercle,  toutes  les  sections  passant  par  Taxe 
D'D  deviennent  des  ellipses  égales;  l'ellipsoïde 
est  alors  dit  de  révolution ,  parce  qu'il  est  en- 
gendré par  la  révolution  ae  la  demi-ellipse 
ADA',  tournant  autour  de  Taxe  DOD'.  Si  DOD' 
est  le  rçrand  axe,  l'ellipsoïde  est  dit  allongé  ; 
s'il  est  le  petit  axe ,  l'ellipsoïde  est  aplati  ;  telle 
est  à  peu  près  la  surface  du  globe  terrestre. 

Hyperboloide  à  une  nappe. 

645.  (  Fig.  i36.  )  Dans  la  surface  précédente, 
toutes  les  sections  parallèles  à  DBD'  sont  des 
ellipses  semblables ,  partagées  chacune  par  le 
plan  ADA'D',  en  deux  demi-ellipses  égales; 
supposons  que  chacune  de  ces  7  ellipses  fasse 
un  demi-tour  jusqu'à  ce  qu'elle  tourne  sa  con- 
vexité au  plan  ADA'D',  et  qu'ensuite  chaque  7 
ellipse  soit  remplacée  par  une  branche  a'hy- 

Eerbole  ayant  mêmes  axes;  toutes  ces  hyper- 
oies  sont  semblables ,  et  forment  une  surface 
nommée  hyperboloïde  à  une  nappe. 

646.  Les  hyperboles  M ,  N ,  P  se  rétrécis- 
sent lorsqu'elles  s'approchent  du  point  A7  ;  à  ce 
point ,  les  hyperboles  se  réduisent  à  deux 
droites  A'X ,  A'Y  ;  il  en  est  de  même  au  point 
A  ;  menant  par  l'axe  DOD'  un  plan  quelcon- 
que ,  il  est  évident  que  la  section  sera  une 
hyperbole  ;  tous  les  plans  parallèles  donneront 
aussi  des  hyperboles  qui  se  rétrécissent  à  me- 
sure que  la  section  s'éloigne  du  centre  ;  lors- 
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qu'elle  sera  tangente  à  l'ellipse  AA',  l'hyperbole 
se  réduit  à  deux  droites ,  et  le  plan  est  tangent 
647.  On  démontre  en  général  que  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  de  l'hyper- 
boloïde  ,  a  deux  droites  en  commun  avec  cette 
surface;  l'intersection  de  ces  droites  est  le 
point  de  contact;  par  conséquent,  on  peut 
tracer  sur  l'hyperboioïde  à  une  nappe  une  in- 
finité de  droites  qui  divisent  sa  surface  en 
un  réseau  de  quadrilatères  rectilignes,  mais 
n'ayant  pas  les  quatre  côtés  dans  un  même 
plan  ;  or,  une  droite  qui  est  assujettie  à  se 
mouvoir  sur  trois  autres  droites  non  situées 
dans  un  même  plan  ,  engendre  un  tel  réseau  : 
donc  la  droite  mobile  décrit  alors  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe. 

Hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

648.  {Fig.  i3§.)  Si  l'ellipse  AA'  devient  un 
cercle  ,  toutes  les  sections  passant  par  Taxe 
DOD'  deviennent  égales ,  et  l'hyperboioïde  est 
engendré  par  la  révolution  de  l'hyperbole  E 
autour  de  Taxe  DD'  ;  dans  ces  cas ,  A'O  me- 
sure la  plus  courte  distance  des  droites  X  et  Y 
à  Taxe  DOD7  ;  et  dans  toutes  les  positions  du 
point  A  sur  la  courbe ,  la  droite  X  fait  évi- 
demment le  même  angle  avec  Taxe  DD'.  L'hy- 
perboioïde de  révolution  à  une  nappe  est  donc 
engendré  par  le  mouvement  d'une  droite  qui 
est  assujettie  à  faire  toujours  le  même  angle 
.  avec  une  droite  fixe ,  et  à  en  rester  éloigné 
d'une  distance  invariable;  les  deux  droites  X 
et  Y  engendrent  le  même  hyperboloïde  ;  lors- 
que cet  angle  est  nul,  l'hyperboioïde  devient 

■ 
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un  cylindre;  lorsque  la  distance  est  nulle, 
Thyperboloïde  devient  un  cône. 

Si  on  prend  sur  Taxe  fixe  de  rotation  deux 
points  quelconques,  M  et  M',  sur  la  droite 
mobile  deux  autres  points  N  et  N'  le  volume 
du  tétraèdre  ayant  ces  quatre  points  pour 
sommet  est  constant,  lorsque  les  distances 
MM'  et  NN'  sont  constantes. 
(  Voir  note  3a.) 

649.  Voici  une  méthode  facile  de  construire 
Thyperboloïde  de  révolution  :  découpez  en 
carton  deux  cercles  égaux ,  et  divisez-les  en  un 
même  nombre  des  parties  égales,  et  numérotez 
dans  chacun  les  points  de  division  par  ordre; 
fixez  les  cercles  de  manière  qu'ils  soient  paral- 
lèles et  que  la  ligne  qui  joint  les  centres  soit 
perpendiculaire  à  leurs  plans;  maintenant, 
joignez  par  des  fils  les  points  des  deux  cercles 
qui  portent  le  même  numéro,  en  haut  et  en  bas  ; 
si  la  direction  de  ces  fils  est  perpendicu- 
laire aux  plans  des  cercles,  ils  seront  les 
élémens  d'un  cylindre  ;  si  ces  directions  sont 
inclinées,  ces  fils  seront  les  élémens  d'un 
hyperboloïde  de  révolution. 

Hyperboloïde  à  deux  nappes. 

650.  (  Figi55.  )  Si  les  deux  ellipses  ABA'B' , 
ADA'D' ,  sont  remplacées  par  des  hyperboles , 
alors  ,  conservant  le  même  mode  de  construc- 
tion, l'ellipsoïde  sera  changé  en  hyperboloïde 
à  deux  nappes:  les  sections  perpendiculaires  à 
A  A'  sont  des  ellipses  ;  les  deux  nappes  sont  sé- 
parées ;  si  les  hyperboles  sont  égales  on  auia 
un  hyperboloïde  de  révolution  à  deux  nappes; 
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elles  sont  engendrées  parla  révolution  des  deux 
branches  de  l'hyperbole  autour  de  l'axe  qui  la 
coupe.  Sur  cette  surface,  on  ne  peut  tracer 
aucune  droite. 

Paraboloïde  elliptique. 

65i.  {Fig.  i35.)  Si  les  ellipses  ABA'B',  AD 
A'D ,  sont  remplacées  par  des  paraboles ,  ayant 

Eour  axe  AA',  toutes  les  sections  perpendicu- 
lires  à  BB'  sont  des  paraboles  égales  ;  mais  les 
sections  perpendiculaires  a  AA'  sont  des  el- 
lipse ;  lorsque  les  paraboles  directrices  de- 
viennent égales ,  le  paraboloïde  est  de  révolu- 
tion et  engendré  par  la  rotation  d'une  para- 
bole autour  de  son  axe. 

On  ne  peut  tracer  aucune  droite  sur  cette 

surface. 

> 

Paraboloïde  hyperbolique. 

65ot.  Dans  la  surface  précédente  ,  toutes  lçs 
sections  parallèles  à  DÉD'B'  sonf  des  ellipses 
semblables ,  partagées  en  deux  parties  égales 
par  le  plan  ADA'D\  Supposons  que  chaque  7 
ellipse  fasse  un  demi-tour,  dans  son  plan,  de 
manière  à  présenter  sa  convexité  au  plan  AD 
A'D' ,  et  qu'ensuite  chaque  \  ellipse  devienne 
une  \  hyperbole  ayant  mêmes  axes  j  iasurface 
qu'on  obtient  est  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique ,  toutes  les  sections  parallèles  h  DBD'B' 
sont  des  hyperboles  semblables;  et  lorsque  les 
plans  deviennent  tangens  ,  les  hyperboles  se 
changent  en  deux  droites;  ainsi,  par  chaque 
point  de  cette  surface  passent  deux  droites  si- 
tuées sur  la  surface  »  on  peut  donc  aussi ,  com- 
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me  en  64?  >  le  diviser  en  un  réseau  composé  d'une 
infinité  de  quadrilatères.  Si  on  coupe  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  à  ADA'D' ,  on  ob- 
tient des  paraboles  égales  «  mais  tournées  dans 
un  sens  opposé  à  celui  qu'elles  ont  dans  le 
paraboloïde  elliptique;  ae  sorte  que,  si  on 
conçoit  que  dans  celui-ci  toutes  les  paraboles 
fassent  dans  leur  plan  un  demi- tour,  on  ob- 
tient le  paraboloïde  hyperbolique  ;  ou  bien 
encore  si  dans  l'hyperboloïde  a  une  nappe, 
l'ellipse  ABA'B'  devient  une  parabole  ,  on  for- 
me un  paraboloïde  hyperbolique;  aussi  ces  deux 
surfaces  peuvent  être  engendrées  par  le  mou- 
vement d'une  droite  ;  mais,  dans  l'hyperboloïde 
elliptique,  le  plan  mené  par  le  diamètre 
AA  et  la  droite  AY  rencontre  une  seconde 
fois  sa  surface ,  suivant  une  droite  parallèle  à 
AY  ;  tandis  que  dans  le  paraboloïde  hyperbo- 
lique, ce  plan  ne  peut  plus  rencontrer  la  sur- 
face ;  et  réciproquement  aucun  élément  de  la 
surface  ne  peut  rencontrer  ce  plan  :  donc  le 
paraboloïde  elliptique  est  engendré  par  le  mou- 
vement d'une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  au- 
tres, et  reste  constamment  parallèle  à  un 
plan  fixe. 

653.  Il  existe  donc  cinq  surfaces  du  second 
degré:  i°  l'ellipsoïde;  i°  l'hyperboloïde  à  une 
nappe;  3°  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  ;  4°  ^e 
paraboloïde  elliptique  ;  5°  le  paraboloïde  hy- 
perbolique ;  les  quatre  dernières  sont  des  mo- 
difications de  la  première  ,  et  toutes  les  pro- 
priétés énoncées  (643)  convenablement  mo- 
difiées ,  appartiennent  à  toutes  les  surfaces  du 
second  degré  ;  les  trois  premières  surfaces  ont 
un  centre ,  les  deux  autres  en  sont  privées.  Le 
paraboloïde  hyperbolique  est  le  seul  sur  lequel 
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on  ne  puisse  tracer  ni  ellipse ,  ni  cercle.  On  dis- 
tingue encore  comme  cas  particuliers  :  i°  le  cô- 
ne du  second  degré  ;  il  est  engendré  par  le 
mouvement  d'une  droitequi  s'appuie  constam- 
ment sur  une  section  conique  et  passe  tou- 
jours par  le  même  point  ;  or  ,  par  chaque  point 
du  cône,  passent  deux  cercles;  et  on  peut 
prendre  un  quelconque  de  ces  cercles  pour 
base  :  donc,  tout  cône  du  second  degré  est  un 
cône  oblique  ou  droit  à  base  circulaire. 

On  donne,  d'après  M.  Hachette,  le  nom  gé- 
néral de  surfaces  réglées  à  toutes  celles  qui  sont 
engendrées  par  des  droites  ,  parce  qu'on  peut 
Appliquer  contre  elles  une  règle  qui  les  tou- 
che suivant  toute  sa  longueur.  Dans  toute 
surface  réglée  le  plan  tangent  a  une  droite  en 
commun  avec  la  surface;  si  pour  tous  les  points 
situés  sur  cette  droite  le  plan  tangent  reste  le 
même,  alors  il  touche  la  surface  tout  le  long 
de  la  droite ,  et  la  surface  est  développable  ; 
mais  si  le  plan  tangent  change  déposition  avec 
le  point  de  contact ,  alors  la  surface  n'est  pas 
développable,  et  porte  le  nom  de  surface 
gauche ,  terme  emprunté  de  la  coupe  des  pier- 
res, où  un  quadrilatère  est  dit  gauche  quand 
les  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Les  cylindres ,  les  cônes ,  etc. ,  sont  des  sur- 
faces réglées  dévcloppables  ;  les  hyperboloïdes 
elliptiques  et  paraboliques  sont  aes  surfaces 
réglées  gauches  (  Voyez  le  Traité  des  Surfaces 
réglées  que  vient  de  publier  M.  Gascheau.) 

654*  Les  surfaces  du  second  degré  jouissent 
encore  d'autres  propriété  importantes  ;  on  les 
trouve  dans  les  traités  algébriques  ou  géomé- 
triques composés  sur  cette  matière  par  MM- 
Biot,  Leroy,  Du  pin ,    Poncelet,  et  dans 
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les  annales  de  Mathématiques ,  publiées  par 
M.  Gerçonnej  on  y  voit ,  par  les  travaux  de 
MM.  Chales,  Sturm,  Bobilier  ef  Gergonne , 
que  même  dans  la  science  de  l'étendue,  les 
méthodes  algébriques  sont  non-seulement  les 
lus  générales ,  les  plus  fécondes  ,  mais  encore 
emportent  sur  les  considérations  géométri- 
ques par  la  facilité  et  la  brièveté.  (Note  33.  ) 

Fblumes  de  V ellipsoïde  et  du  paraboloïde 

elliptique. 

655.  Soient  2  a  ,  2  b ,  2  c  les  axes  principaux 
d'un  ellipsoïde  5  imaginons  une  sphère  ayant  2 
c  pour  diamètre  ;  d'après  le  même  principe 
(page  271)  le  volume  de  l'ellipsoïde  est  à  celui 
de  la  sphère  comme  les  aires  des  sections  faites 
perpendiculairement  à  l'axe  2  e,  or  le  volume 
de  la  sphère  est  égal  à  |  7r  0?  donc  celui  de  l'el- 
lipsoïde sera  égal  à 

4  *  c3  X  tt  —  =  4  nabc  « 

7TCa 

656.  Si  on  fait  dans  le  paraboloïde  elliptique 
une  section  perpendiculaire  à  Taxe  principal,  le 
volume  du  segment  est  toujours  la  moitié  du 
cylindre  qui  aurait  pour  bases  la  section  ellip- 
tique ,  et  pour  hauteur  celle  du  segment. 

En  effet  concevons  un  triangle  ayant  même 
hauteur  que  le  segment  j  faisant  des  sections 
3erpendiculaires  à  la  hauteur  ,  et  appliquant 
e  second  principe  (page  27 1)  on  en  conclut  que 
le  volume  du  segment  divisé  par  sa  base  est 
é^al  à  l'aire  du  triangle  divisée  par  sa  base  ; 
donc;  etc. 


F, 
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Sur  h  volume  du  paraboloïde  hyperbolique, 

ou  du  Conoïde. 

657.  Soit  une  pyramide  triangulaire  CQAP, 
trirectangle  en  Q  ;  dans  le  plan  CQA  construi- 
sons le  paiallélogramme  CQAB  ,  et  supposons 
que  la  droite  CB  se  meuve  toujours  appuyée 
sur  les  droites  AB  et  CP  ,  et  parallèlement  au 
plan  du  triangle  AQP;  elle  engendrera  une 
surface  coboïde.  Le  volume  du  solide  compris 
entre  ciette  surface,  les  triangles  AQP  ,  GQP 
et  le  parallélogramme  CQAP  ,  est  égal  à  Taire 
du  triangle  CQP  multipliée  par  la  moitié  de 
AQ.  En  effet ,  faisons  dans  le  solide  une  sec- 
tion cqp ,  parallèle  au  plan  CQP ,  on  a  l'an- 
gle CQP  égal  à  l'angle  cqp  ,etcq  =  CQ  comme 
parallèlle  entre  parallèle  ;  donc  CQP  :  cqp  :  : 
:  pq  >  ou  comme  AQ  :  Aq.  Ainsi  :  les 
aires  sont  proportionnelles  à  leurs  distances 
à  l'arête  AB;  concevons  un  triangle  ayant 
même  hauteur  AQ  et  unie  base  située  dans  le 
plau  CQP;  faisant  des  sections  parallèles  à  ce 
plan  ,  on  pourra  appliquer  le  deuxième  prin- 
cipe (pag.  271)  donc  le  volume  du  conoïde 
divisé  par  sa  base  PCQ  est  égal  à  l'axe  du 
triangle  divisé  par  sa  base;  donc,  etc.,  le  rai- 
sonnement reste  le  même,  si  l'angle  solide  Q, 
au  lieu  d'être  tri-rectangle,  est  quelconque, 
et  si  l'on  remplace  la  directrice  droite  CP  par 
une  ligne  courbe  située  dans  le  plan  CQP. 


Théorie  des  moyennes  distances.  Q 

658.  On  peut  trouver  facilement  les  aires  et 
les  volumes  des  surfaces  de  révolution  et  les 
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volumes  de  certaines  surfaces  cylindriques ,  au 
moyen  de  la  théorie  dite  des  moyennes  distan- 
ces ,  que  nous  allons  succinctement  exposer. 

659.  Soient  A ,  B ,  C ,  trois  points  qui  se 
succèdent  en  ligne  droite,  et  À,  B',  C  leurs 
projections  orthogonales  sur  un  plan  quelcon- 
que,  on  aura  toujours ,  comme  il  est  facile  de 
s'en  convaincre , 

BB'  X  AC  =  AA'  X  BC+CC  X  AB, 
et   BB'  x  À'C'= AA'x  BC+CC  x  AB'. 

660.  Si  AB  =  BC ,  alors  AC  =  3 AB , 
et  Ton  a        2BB' =AA'+CC  ; 

ce  qui  est  connu. 

Si        AB  =  2BC ,  alors  AC  =  3BC, 
et  il  vient     3BB'  =  ÀA'+aCC. 
Si        AB  =  3BG ,  alors  AC  =  4BC , 
et  il  vient     4BB'=  AA'+3CC. 

Spient  cinq  points  A,  B,  C ,  D,  E  se  succé- 
dant en  ligne  droite  ,  et  de  manière  que  Ton 
ait  AB  =  BC  =  CD  =  DE ,  et  A',  B',  C,  D',  E/, 
leurs  projections  sur  un  plan ,  on  aura 

2CC'  =  BB'+DD'  {65g)  f 
sCC'  =  AA'+EE'; 

d'où    4  CC  =  AA' + BB' + DD'+  EE'. 

660.  Le  point  C  est  le  point  de  moyenne  dis- 
tance relativement  aux  quatre  points  A,B>D,E. 
Soit  en  générai  une  droite  divisée  en  un  nom 
bre  pair  m  de  parties  égales ,  on  aura  m  +  i 

f)oints  de  division ,  comprises  les  extrémités  de 
a  droite  ;  et  le  point  milieu  de  la  droite  est  le 
^point  de  moyenne  distance  relativement  aux 
in  autres  points;  c'est-à-dire  que  la  distance 
de  ce  point  à  un  plan  quelconque  est  égale  à 
la  somme  des  distances  des  autres  points  à  ce 
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même  plan  divisé  par  le  nombre  m  de  ces  dis- 
tances. Lorsque  le  plan  est  perpendiculaire  à 
Jâ  droite ,  les  distances  sont  comptées  sur  la 
droite  même ,  à  partir  du  point  d'intersection. 
Le  nombre  n  étant  quelconque,  et  aussi  con- 
sidérable qu'on  veut,  on  a  donné  au  point 
milieu  d'une  droite  le  nom  de  moyenne  dis- 
tance de  la  droite  ;  en  statique,  ce  même  point 
se  nomme  centre  de  gravite  de  la  droite. 

66i.  Soient  AB,  CD,  deux  droites  de  lon- 
gueur déterminée,  situées  ou  non  dans  un 
même  plan ,  I  le  milieu  de  AB,  et  L  le  milieu 
de  CD,  que  Y  on  divise  AB  en  im  parties 
égales ,  et  CD  en  in  parties  égales;  et  si  Ton 
'  .  AB     CD  . 

tait  —  = —  ,  toutes  les  2  m  +  2  n  parties 
771  n 

sont  égales  entre  elles.  Prenons  sur  la  droite 
IL  un  point  O  tel ,  que  Ton  ait 

IO:OL::CD:AB::^tm: 

d'où  l'on  tire  IL  :  CD  +  AB  :  :  10  :  CD. 

Abaissant  des  points  1 ,  0 ,  L  des  perpendi- 
culaires II',  00', LL'  sur  un  plan  quelconque, 
on  aura 

00'  X  IL  =  ir  X  OL  +  LU  X  10  (65g)  ; 
d'où  OO'x  (/i+m)=/»xII'+»X  LL/, 
et     00'  X  (CD+AB)  =  II  x  AB+LL'xCD. 

Or,  les  produits  m  X  II',  n  X  LL'  sont  res- 
pectivement égaux  à  la  somme  des  distances 
des  points  de  division  situés  sur  AB  et  sur  CD 
(  660)  j  le  point  O  est  donc  le  point  de  moyenne 
distance  des  im+in  points,  et  comme  m+n 
est  un  nombre  entier  quelconque ,  le  point  O 
est  le  point  de  moyenne  distance  des  deux  lon- 
gueurs AB  et  CD. 

Ainsi,  pour  trouver  le  point  de  moyenne 
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distance  de  deux  longueurs  AB,  CD,  on  réunit 
par  une  droite  les  moyennes  distances  de  ces 
deux  longueurs,  ensuite  on  partage  cette  droite 
en  deux  segmens  tels  que  Ton  ait 

AB:CD::LO:IO, 

ou  en  segmens  réciproquement  proportionnels 
aux  longueurs. 

66?..  Etant  données  maintenant  tant  de  Ion- 
gueurs  /,  t' y  ltn  qu'on  voudra  ;  soit  I  le  point 
de  moyenne  distance  de  /  et  joignez  I  au 
milieu  de  Z"  ;  partagez  cette  droite  en  segmens 
réciproquement  proportionnels  à  t+t  et  V , 
vous  aurez  un  point  I'  ;  joignez-le  au  milieu  de 
et  partagez  la  droite  en  parties  récipro- 
quement proportionnelles  kl+l'+l"  et/  ,  et 
ainsi  de  suite.  Le  dernier  point  ainsi  déterminé 
est  le  poirtt  de  moyenne  distance  des  longueurs 
/,/',/',  etc.  Et  si  l'on  désigne  par  p, p',p",  pfrt 
les  moyennes  distances  de  et  par  P 

la  moyenne  distance  de  toutes  ces  longueurs, 
il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

P  (/+/'+/''+/'"+..•.= 

=pi  +  p'i'  +  p"i"  +y  r+.... 

Ce  point  est  le  même  qu'on  nomme ,  en  sta- 
tique, le  centre  de  gravité  du  système  de 
ces  droites. 

663.  Si  tout  restant  le  même,  une  de  ces 
droites,  /,  par  exemple,  sans  changer  de  lon- 
gueur, varie  de  position. 

Soit  I  le  milieu  de  /  dans  la  première  po- 
sition, et  I'  son  milieu  dans  la  seconde  posi- 
tion ,  de  sorte  que  le  chemin  décrit  par  ce  mi- 
lieu est  IF.  Soit  G  le  centre  de  gravité  du 
système  dans  la  première  position ,  et  G'  dans 
la  seconde  position,  GG'  sera  le  chemin  dé- 
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crit  par  le  centre  de  gravité  du  système,  en 
vertu  du  déplacement  de  /.  Soit  qncore  H  lç 
centre  de  gravité  du  système ,  quand  on  en  ôte 
la  droite  f;  il  est  évident  que  les  points  H, G,I 
sont  sur  la  même  droite ,  et  désignant  la  somme 
des  longueurs  /+/'+/"+...  par  L,  le  point 
G  divise  la  droite  HI  en  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  à  l  et  à  L  —  L  Mais  les 
trois  points  H,  G',  I'  sont  aussi  sur  une  droite 
que  G'  divise  en  parties  réciproquement  pro- 

Eortionnellestà  l  et  L  — l,  les  droites  HGI, 
[GT  sont  donc  divisées  proportionnellement 
en  G  et  G',  il  s'ensuit  que  GG'  est  parallèle  à 
llr.  et  qu'on  a  la  proportion 

GG'  :  H'  :  :  HG  :  HI  :  :  i  :  :  L  X  DC  X  L 

et  GG'xL  =  IFx/. 

Donc  le  périmètre ,  multiplié  par  le  chemin 
ue  fait  son  centre  de  gravité  lorsqu'un  côté  se 
éplace,  est  égal  au  côté  mobile  l  multiplié  par 
le  chemin  que  fait  son  centre  de  gravité  ;  de  là 
on  conclut ,  i°  que  si  le  centre  de  gravité  I  du 
côté  mobile  décrit  un  polygone  quelconque, 
le  centre  de  gravité  du  système  décrit  un  po- 
lygone semblable  ;  20  cjue  si  le  centre  de  gra- 
vité du  côté  mobile  décrit  une  courbe  quel- 
conque, le  centre  de  gravité  du  système  dé- 
crit une  courbe  semblable;  3°  que  les  chemins 
faits  par  ces  deux  centres  de  gravité  sont  en 
raison  inverse  des  longueurs  du  côté  mobile 
et  de  la  somme  de  tous  les  côtés. 

664.  Les  points  A,  B,  C  n'étant  pas  en  li- 
gne droite  5  soit  I  le  milieu  de  BC ,  prenez  sur 
AI  une  longueur  10  égale  au  }  de  Al  ; 
projetez  les  points  A ,  B ,  C ,  I ,  O  sur  pu  plan 
quelconque  en  A',  B',  C,  1',  0\  on  aura 
300'  =AA'  +  a.  II' (660); 
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mais  <JT=BB'+CC: 
donc      3 00'  =  A  A' + BB' + CC . 

Ainsi  O  est  le  point  de  moyenne  distance 
relativement  aux  points  A ,  B ,  C. 

Les  droites  AO,  BO,  CO  prolongées  cou- 
pent en  deux  parties  égales  BC  ,  AC ,  AB  :  on 
a  donc  un  moyen  facile  de  trouver  le  point  O. 

665.  Prenons  sur  AB  ,  AC  deux  points  b  ,  c 
tels  que  b  c  soit  parallèle  à  BC  ;  la  droite  AO 
passe  par  le  milieu  de  b  c  :  donc  elle  contient 
le  point  de  moyenne  distance  des  deux  droi- 
tes parallèles  BC  ,  bc,  et,  en  général,  elle 
contient  le  point  de  moyenne  distance  du  sys- 
tème de  toutes  les  droites  parallèles  à  BC ,  et 
renfermées  entre  AB  et  AC  ;  de  même  BO  con- 
tient le  point  de  moyenne  distance  des  paral- 
lèles à  AC  ,  comprises  entre  BC  et  BA.  Comme 
le  nombre  de  ces  parallèles  est  indéterminé, 
et  qu'elles  remplissent  l'aire  du  triangle,  on  a 
donné  au  point  O  le  nom  de  point  de  moyenne 
distance  Je  l'aire  du  triangle  ABC  ;  et  ce  point 
est  celui  qu'on  nomme ,  en  statique,  centre 
de  gravité  de  Taire  du  triangle.  Nous  nous  ser- 
virons dorénavant  de  cette  dénomination  pour 
abréger  le  discours. 

666.  Soient  ABC,  abc,  deux  triangles; 
M  et  m9  leurs  centre  de  gravité  ;  prenant  sur 
Mm  un  point  O  tel,  que  Ton  ait 

aire  ABC  :  aire  abc  :  :  mO'  MO  5 
le  point  O  sera  le  centre  de  gravité  de  la  *omme 
des  deux  triangles  ABC  et  abc;  et  projetant 
M,  O  ,  m  sur  un  plan  quelconque  ,  on  aura 

y  00' x Mm=  MM'  X  mO+mm' X  MO  ; 
d'où 

OO'x  (ABC+tf6c)=MM'  X  A&C+mm'xabcj 
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et  en  continuant  de  raisonner  de  la  même 
manière  pour  un  nombre  quelconque  de  trian- 
gles, on  parvient  à  cette  proposition  géné- 
rale. 

Etant  donné  un  système  de  triangles ,  cher- 
chant les  centres  de  gravité  de  chaque  trian- 
gle et  celui  de  tout  le  système ,  la  somme  des 
aires  de  tous  ces  triangles  ,  multipliée  par  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  système  à  un 
plan  quelconque ,  est  égale  à  la  somme  des 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant  Taire  de 
chaque  triangle  par  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  au  même  plan. 

667.  Si  tous  ces  triangles  sont  dans  un  même 
plan,  leurs  aires  sont  entre  elles  comme  celles 
(le  leurs  projections  :  donc  on  peut  dans  ce  cas, 
comme  dans  la  proposition  précédente ,  rem- 

I)Iacer  les  aires  des  triangles  par  celles  de 
eurs  projections. 

Cette  conclusion  ne  dépend  ni  du  nombre, 
ni  de  la  grandeur  ,  ni  de  la  position  des  trian- 
gles dans  le  plan  :  elle  est  donc  applicable  aux 
courbes  planes. 

Il  est  facile  aussi  de  conclure  de  là  que  la 
projection  du  centre  de  gravité  de  Taire  d'une 
surface  plane  est  le  centre  de  gravité  de  Taire 
de  la  projection. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  projec- 
tions obliques. 

APPLICATION  A  LA  RECHERCHE  DES  AIRES  ET 

DES  VOLUMES. 

Hélice  cylindrique. 

668.  AB  ,  BC ,  CD ,  DE ,  etc. ,  étant  un  po- 
'ygone  ouvert ,  M ,  N ,  O ,  P ,  etc. ,  les  milieux 
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de  AB,  BG ,  CD ,  DE,  etc. .  et  K  Je  centre  de 
gravité  du  système  ;  projetant  le  système  sur 
un  plan  quelconque ,  et  désignant  les  projec- 
tions par  des  lettres  accentuées ,  on  aura 

KK'(AB  +  BC+CD+DE+...)  = 
s  AB  x  MM'  +  BC  x  NN'  +  CD  X  OO*  +  .. . 

Si  les  côtés  AB ,  BG ,  GD  * . .  sont  également 
inclinés  sur  le  plan  de  projection ,  on  a  alors 

AB     BC  CD 

AB'  ~  B'C'  ~  GÏÏ' 

donc  aussi 

KK'  x  (  A'B'  +  B'C'+  CD'  +  DE' . . .  )  =* 
=  A'B'  x  MM+BC  x  x  O&  ; 

mais  les  produits  du  second  membre  expri- 
ment les  aires  des  trapèzes  ABA'  B' ,  BCB'  C  : 
donc  Taire  de  la  surface  prismatique  ABCDE 
A'B'C'D'E  est  égale  au  périmètre  de  la  projec- 
tion A'B'C'D,  multipliée  par  la  distance  du 
centre  de  gravité  de  ABCD  à  ce  plan, 

669.  L'hélice  décrite  sur  un  cylindre  droit 
peut  être  considérée  comme  un  polygone  d'une 
infinité  de  petits  côtés  également  inclinés  sur 
la  base  :  donc  Taire  du  triangle  mixtiliçne, 
formé  par  1  'arc  de  Thélice ,  par  celui  de  la  base 
et  par  la  droite,  côté  du  cylindre,  est  égale  à 
l'arc  de  sa  base,  multiplié  parla  distance  du 
centre  de  gravité  de  Thélice  à  cette  base.  Or , 
cette  aire  est  aussi  évidemment  égale  à  Tare 
circulaire  multiplié  par  la  moitié  du  côté  du 
cylindre  :  donc  le  centre  de  gravité  de  Thélice 
est  à  cette  distance  de  la  base ,  et  ce  centre  a 
pour  projection  le  centre  de  gravité  de  Tare 
circulaire. 
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Aire  des  surfaces  de  révolution. 

670.  Soient  AB,  BC,  CD,  DE,  etc.,  les 
côtes  successifs  d'un  polygone  plan;  a,  b ,  c , 
d,  etc. ,  les  milieux  de  ces  côtés;  et  d,  b1 9  d , 
d?9etc.9  les  projections  de  ces  milieux  sur  un  axe 
situé  dans  le  plan  du  polygone;  si  le  polygone 
tourne  autour  de  cet  axe ,  chaque  côté  décrira 
xld  cône  tronqué;  la  somme  des  aires  de  ces 
cônes  tronqués  est  égale  à  (610) 

AB  X  27T  ad  +BC  X  m  bb'  +CD  x  ntcc'+.  • 

Soit  O  le  centre  de  gravité  du  périmètre 
,  on  aura  (661  ) 

00'  x  (AB  +  BC  +  CD  +  DE...)  = 
=  AB .  ad  +  BC .  W  CL  .ce '  +  . . .  : 

donc  Taire  décrite  est  égale  à 

a*.  OP.  AB  +  BC  +  CD  +  CE.., 

Cette  proposition  s'énonce  dinsi  : 
La  surface  décrite  par  un  polygone  plan, 
tournant  autour  d'un  axe  situe  dans  son  plan, 
a  pour  aire  le  périmètre  du  polygone  multiplié 
par  la  circonférence  que  décrit  son  centre  de 
gravité. 

671.  Cette  proposition  ne  dépend  ni  des 
longueurs ,  ni  du  nombre  des  côtés ,  ni  de 
leurs  inclinaisons  respectives  :  elle  a  donc 
également  lieu  pour  des  courbes  planes. 

Ainsi ,  Taire  d'une  surface  annulaire  ,  autre- 
ment dite  le  tore ,  décrite  par  une  circonfé- 
rence tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son 
plan ,  est  égale  à  cette  circonférence  multi- 
pliée par  la  circonférence  que  décrit  soxi 
centre  ;  soit  donc  R ,  Je  rayon  de  la  circonfé- 


Digitized  by  GoOgi 


38o  MANUEL 

rence  mobile  ;  D ,  la  distance  de  son  centre  à 
Taxe  ,  et  S  ,  Taire  cherchée ,  on  aura 

S  =  27T  R.  27T.  D  =  4*2RD. 

672.  Si  une  demi-circonférence  d'un  rayon 
R  tourne  autour  de  son  diamètre  ;  soit  d,  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  à  Taxe ,  Taire 
engendrée  est  égale  à 

7r.RX27rd  =  7ra<iR; 

mais  cette  aire  est  celle  de  la  sphère  : 
donc  dK  =  4tcR2  î 

2R 

d'où  d= — ,  et  :r  d—  2R. 

Donc,  si  du  centre  on  décrit  une  demi-circon- 
férence ayant  pour  rayon  la  distance  du  centre 
de  gravité  de  la  demi-circonférence ,  elle  a 
même  longueur  que  le  diamètre, 

673.  Dans  la  surface  annulaire  dont  il  est 
question  au  n°  670,  la  demi-circonférence  qui 
tourne  sa  concavité  à  Taxe,  engendre  une 
aire  égale  à 

ttR  .2tt^D+—  ^  =  27r3RD+4*Ra; 

et  la  demi-circonférence  qui  tourne  sa  con- 
vexité à  Taxe ,  engendre  une  aire  égale  à 

t:R  .  2  T.  ^D  —  =  2ttRaD  —  4ttR 


1 


Les  deux  ensemble  engendrent  une  ai 
égale  à  4  tt  R2  D ,  comme  il  a  été  trouvé 
ci-dessus  ;  ainsi ,  la  demi-circonférence  concave 
engendre  la  moitié  de  la  surface  annulaire, 
plus  Taire  d'une  sphère  de  même  rayon ,  et 
la  demi -circonférence  convexe  entendre  la 
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moitié  de  la  surface  annulaire ,  moins  la  sphère 
de  même  rayon. 

6^4-  Soit  un  arc  de  cercle  a  de  longueur 
Z,  de  rayon  R,  tournant  autour  d'un  axe, 
passant  par  son  centre,  parallèlement  à  sa  cor- 
de, et  désignons  par  £  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  Taxe  ou  au  centre,  Taire  engendrée 
sera  égale  à  2  n  S  .  I;  or,  nous  savons  que 
cette  aire  a  pour  expression. 

27rR.  2R  sin.^a; 
donc        zn$ .  I— 27rR .  2R .  sin.  £  a  ; 

,        2R2sin.~a     sR2  tang.      cos.  ^  a 
a  ou  0  =   =   = 

R . corde 

"  Z  ' 

or  Z<[  2R  tang. 

donc  5>Rcos.  ~a. 

Ainsi ,  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle 
est  toujours  situé  entre  Tare  et  sa  corde. 

Volumes  des  surfaces  cylindriques  et  de 

révolution. 

675.  La  solidité  d'un  prisme  triangulaire 
tronqué  est  égale  à  sa  base,  multipliée  par 
le  tiers  de  la  somme  de  ses  trois  hauteurs 
(p.  286);  or;  le  tiers  de  cette  somme  est 
égal  à  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la 
section  à  la  base  :  donc  cette  solidité  est  aussi 
équivalente  à  la  base ,  multipliée  par  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  la  section  à 
cette  base. 

676.  Soit  maintenant  un  prisme  polygonal 
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tronqué ,  on  peut  le  décomposer  en  prismes 
triangulaires  tronqués  ;  la  solidité  de  chaque 
prisme  triangulaire  est  égale  à  sa  base ,  multi- 
pliée par  la  distance  de  cette  base  au  centre 
de  gravité  de  la  section  triangulaire  ;  or ,  la 
somme  de  tous  ces  produits  est  égale  à  la  base 
polygonale ,  multipliée  par  la  distance  de  cette 
tiase  au  centre  de  gravité  de  la  section  poly- 
gonale :  donc ,  la  solidité  d'un  prisme  polygo- 
nal tronqué  est  égale  à  Taire  de  sa  base  *  mul- 
tipliée par  la  distance  du  centre  de  gravité  de 
la  section  polygonale  k  la  base.  Lorsqu'on  me- 
sure les  distances  parallèlement  aux  côtés  du 
prisme ,  il  faut  les  multiplier  par  le  sinus  de 
l'angle  d'inclinaison  sur  la  base. 

677.  La  solidité  d'un  cylindre  tronqué  est 
donc  aussi  égale  à  Taire  de  sa  base  ,  multi- 
pliée par  la  distance  du  centre  de  gravité  de 
la  section  à  cette  base;  si  la  section  est  une 
ellipse ,  le  centre  de  gravité  est  évidemment 
le  centre  de  la  courbe. 

Evaluation  des  solides  de  révolution. 

678.  ABC  étant  un  triangle  rectangle  en 
A,  si  ce  triangle  tourne  autour  de  AG  ,  son 
aire  décrit  le  volume  d'un  cône  droit;  soit  G 
le  centre  de  gravité  de  Taire  du  triangle ,  sa 
distance  à  Taxe  AC  est  égale  au  tiers  de  AB. 
(634.) 

Faisons  AB  =  R  ; 
AC  =  H, 
V  =  volume  du  cône, 
D  =  distance  du  centre  de  gravité 
du  triangle  à  Taxe  =  ~  R  ; 
on  aura  V  =  iH.7rR^  =  fHR.^R  = 

£  HR  .  2  Dttj 
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donc ,  le  volume  du  cône  est  égal  à  Faire  du 
triangle  générateur,  multipliée  par  la  circon- 
férence que  décrit  son  centre  de  gravité. 

67g.  Soit  ABDE  un  trapèze  rectangle  en  A 
et  en  D;  prolongeons  BE  jusqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  AD  en  C;  le  trapèze  ABDE  est  la 
différence  des  deux  triangles  rectangles  CDE , 
CAB  ;  soient  G,  g-,  7  les  centres  de  gravité  du 
trapèze  et  des  triangles  CDE  et  CAB,  et  G', 
g*  y  7' les  projections  de  ces  points  sur  la  droite 
CAD ,  on  aura 

CAB  x  n'+ABDE  X  GG  =  CDE  x  gg. 

Concevons  maintenant  que  le  trapèze  dé* 
crive  un  cône  tronqué, en  tournant  autour  de 
AD,  le  volume  de  ce  tronc  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  volumes  engendrés  par  les  triangles 
CDE,  CAB  :  donc  ce  volume  a  pour  expression 

CDE .  i*gg  —  CAB .  2*77'  =  ABDE .  2* .  GG'; 
donc  le  volume  du  tronc  de  cône  droit  est  égal 
à  Taire  du  trapèze,  multipliée  par  la  circon- 
férence que  décrit  son  centre  de  gravité. 

680.  De  là  on  conclut ,  en  raisonnant  comme 
ci- dessus  (669),  que  le  volume  engendré  par 
l'aire  d'un  polygone  plan  ou  d'une  courbe 
plane  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  ce 
plan  ,  est  égal  à  cette  aire ,  multipliée  par  la 
circonférence  que  décrit  le  centre  de  gravité  de 
cette  aire. 

Ainsi,  dans  la  proposition  (670)  le  volume 
engendré  a  pour  valeur 

7rR2.27rD  =  7r'  RaD. 

681  •  Si  le  demi-  cercle  tourne  autour  de  son 
diamètre ,  le  volume  engendré  est  égal  à 

{  77  Ra  X  2  7T  d=  7T2  Ra  d} 

4  étant  la  distance  au  centre  du  centre  de 
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gravité  du  demi-cercle  ;  or ,  le  volume  engen- 
dré est  celui  de  la  sphère  :  donc 

et  a  =  — . 

682.  Dans  le  solide  annulaire  du  n°  670,  le 
~  cercle  qui  tourne  sa  concavité  à  Taxe ,  en- 
gendre un  volume  exprimé  par 

i*Ra.2ir.  (  D  +        )  =  7ra  Ra  D  +       -  ; 

\  3  7T  /  3 

le  7  cercle  qui  tourne  sa  convexité,  engendre 
le  solide 

7T  RaD—  f  ttR*. 

6 

683.  Si  le  cercle  mobile  n'achève  pas  sa  ré- 
volution ,  et  ne  décrit  que  l'angle  a,  le  volume 
engendré  sera  égal  à 


36o°  1800 

si,  après  avoir  décrit  a,  Taxe  vient  à  changer 
de  distance,  et  que  D  devienne  D',  et  si  l'angle 
décrit  est  encore  égal  à  a,  le  second  volume 
sera  égal  à 

1800 

et  la  somme  des  deux  volumes  sera  égale  à 

(7r2R'D  +  7r*R2D  ')  = 


180° 


*Ra .      •  •  (  a  n  D + 2  n  D'). 
36o° 
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Le  volume  est  donc  encore  égal  à  Taire  7rR% 
multipliée  parle  chemin  que  décrit  le  centre  de 
gravité  ;  ce  chemin  est  formé  par  deux  arcs  de 
cercles  tangens  l'un  à  l'autre,  et  situé  dans  un 
plan  auquel  celui  du  cercle  mobile  est  toujours 
perpendiculaire;  de  là  on  peut  conclure  que 
les  propositions  (670)  et  (680),  sont  applicables 
aux  surfaces  engendrées  par  un  cercle  dont 
le  centre  se  meut  sur  une  ligne  quelconque , 
et  dont  le  plan,  dans  chaque  position,  reste 
constamment  perpendiculaire  à  cette  ligne  ;  il 
n'est  pas  même  nécessaire  que  la  figure  soit  un 
cercle.  De  la  proposition  680,  on  peut  con- 
clure immédiatement  que  toute  figure  plane 
qui  se  meut  de  manière  à  rester  constamment 
perpendiculaire  à  la  même  ligne,  décrit  une 
surface  dont  Taire  est  égale  au  périmètre  gé- 
nérateur, multiplié  par  le  chemin  que  décrit 
son  centre  de  gravité,  et  dont  le  volume  est 
égal  à  l'aire  génératrice,  multipliée  par  le  che- 
min que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cette 
aire;  si  la  figure,  au  lieu  d'un  angle  droit, 
faisait  un  autre  angle  constant  avec  la  ligne 
directrice,  il  faudra  multiplier  les  chemins  du 
centre  de  gravité  par  le  sinus  de  cet  angle. 

684.  Les  surfaces  annulaires  se  présentent 
fréquemment  dans  les  moulures  des  ordres 
d'architecture  et  dans  d'autres  arts  ;  on  a  be- 
soin de  la  proposition  précédente  dans  le  cal- 
cul des  déblais  et  remblais. 

» 

Onglet  cylindrique. 

685.  O  n  nomme  onglet  cylindrique  une 
partie  d'un  cylindre  droit  comprise  entre  un 
demi-cercle  et  une  demi-ellipse,  qui  ont  un 

33 
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diamètre  et  un  grand  axe  en  commun }  soient 
2A ,  2B  le  granâ  et  le  petit  axe  d'une  ellipse  ; 
si  par  le  petit  axe  tB  on  mène  un  plan ,  fai- 
sant avec  celui  de  l'ellipse  un  angle  a,  tel  que 

Ton  ait  cos.  a£cg5  projetant  cylindriquement 

l'ellipse  sur  ce  plan ,  on  aura  un  cercle  de  dia- 
mètre 2A  (  p.  366  )  ;  le  solide  compris  entre  les 
deux  plans  et  le  cylindre  est  l'onglet;  or,  le 
centre  de  gravité  du  demi-cercle  étant  la  pro- 

{'ection  du  centre  de  gravité  de  la  demi-ellipse, 
a  distance  entre  les  deux  est  donc  égale  à 

donc,  le  volume  de  l'onglet  est  égal  (676)  à 
i|/A*~ B» .  ^ttB*  =  |B'KF 

/  »■  1  ■    I  y  i    .     „  .  — 

=  tB»\/  -SL-b^^V/  — l- — 1 

V    cos.'a  V  cos.2oc 

=  |BHang.  a  =  |B»H, 
où  H  est  la  hauteur  de  l'onglet. 

Ainsi,  le  volume  de  l'onglet  cylindrique  est 
indépendant  du  rapport  tc  du  diamètre  à  la 
circonférence ,  et  on  peut  le  calculer  avec  exac- 
titude ,  on  a 

iB2H=!.£BH.2B. 

Donc  aussi  le  volume  de  l'onglet  est  égal  aux| 
du  prisme ,  qui  aurait  pour  base  la  grande  sec- 
tion triangulaire,  et  pour  hauteur  le  diamètre 
du  cylindre. 

On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat  de  cette 
manière  :  sur  2B  comme  diamètre ,  conoevoûs 
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une  sphère  ;  opérant  des  sections  perpendicq- 
'  laires  à  ce  diamètre}  et  appliquant  le  premier 
;  principe  (p.  271)  on  en  conclut  :  le  volume  de 
1  fa  sphère  divisée  par  Taire  du  grand  cercle  ou 
?  | B  est  égale  au  volume  de  l'onglet  divisée  par 
t  la  grande  section  triangulaire;  donc,  etc.,  etc. 

686-  Si  l'onglet  est  compris  entre  deux  demi- 
i  ellipses ,  ayant  un  axe  2  B  en  commun ,  son 
t  volume  est  égal  aux  -f  de  la  section  triangulaire, 
r  multipliés  par  le  second  demi-axe  A  de  la  base  ; 
p:  Je  raisonnement  est  le  même  que  pour  l'onglet 
p  à  hase  circulaire. 

4  Les  voûtes  dites  <£  arêtes  sont  composées  de 
quatre  onglets  elliptiques;  il  est  donc  facile  de 

^  trouver  leurs  volumes ,  ou ,  comme  on  dit ,  de 
les  cuber. 

i      Si  le  cylindre  est  oblique ,  il  faut  encore 
multiplier  par  le  sinus  de  l'angle  d'inclinai- 
;  son  du  côte  sur  la  base, 

,  j£  nses  de  pa  niers;  développées,  développantes  y 
centres  de  courbure  >  rayons  de  courbure  9 
degrés  de  courbure. 

687.  {Fig.  137.)  Dans  le  n°.  683 ,  nous  avons 
examiné  la  réunion  des  portions  de  surfaces 
annulaires,  produites  par  un  déplacement 
dans  Taxe  de  rotation  ;  on  a  un  exemple  sim- 
ple de  ce  mouvement  dans  les  courbes  à  plu- 
sieurs centres,  désignées  sous  le  nom  d'anses 
de  paniers,  parce  qu'elles  en  affectent  la 
forme;  elles  proviennent  en  général  du  déve- 
loppement d'un  polygone.  Soit,  pour  fixer 
les  idées,  ABCD  un  quadrilatère  plan,  en- 
veloppé  d'un  fil ,  dont  les  deux  bouts  se  réu- 
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nissent  en  À  ;  supposons  qu'un  bout  reste  fixe 
en  se  développant  dans  le  plan  de  la  figure , 
l'extrémité  A  du  fil  décrira  d'abord  Tare  AI 
dout  le  centre  est  en  B ,  et  qui  a  pour  rayon 
le  côté  AB;  lorsque  le  fil  est  arrivé  en  Bl  sur 
la  direction  du  côté  BC ,  le  centre  du  mou- 
vement change  et  vient  en  C  ;  l'extrémité  du  fil 
décrit  Farc II  ,  et  le  rayon  CI  est  égal  àBI+BC, 
ou  à  AB  +  BC  ;  arrivé  sur  la  direction  du  côté 
CD,  il  y  a  un  nouveau  déplacement  dans  le 
centre,  qui  se  transporte  en  D;  l'arc  est  dé- 
crit du  rayon  DV  égal  à  AB  +  BC  +  CD,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  l'entier  développement 
du  fil  ;  la  courbe  formée  par  la  réunion  des 
arcs  de  cercles  Al,  II',  II",  l'T",  est  une  anse 
de  panier  à  quatre  centres.  Les  courbures  de 
ces  arcs  diminuent  à  mesure  que  leurs  rayons 
augmentent;  ainsi,  la  courbure  de  l'arc  Al 
est  à  celle  de  l'arc  II',  comme  CI  est  à  BI,  ou 
comme  AB+BC  :  AB.  On  a  donné  le  nom  de 
rayons  de  courbure  aux  quatre  longueurs  AB, 
CI,  DI',  AI",  ou  bien  à  AB,  AB  +  BC,  AB  + 
BC  +  CD,  AB+BC  +  CD  +  DA,  parce  qu  elles 
mesurent  la  courbure  respective  des  arcs ,  et 
par  cette  raison ,  les  sommets  A ,  B  ,  C ,  D  por- 
tent le  nom  de  centres  de  courbure;  il  est  évi- 
dent, i°  que  chaque  rayon  de  courbure  est 
perpendiculaire  à  l'arc  qu'il  décrit;  2°  est  égal 
à  la  partie  développée  du  polygone;  3°  que 
chaque  centre  de  courbure  est  l'intersection 
de  cleux  rayons  de  courbure  consécutifs. 

688.  Ces  conclusions  sont  indépendantes  du 
nombre  des  côtés  du  polygone,  de  leurs  Ion* 
gueurs,  de  leurs  positions  respectives;  elles 
s  appliquent  donc  également  à  une  courbe 
plane  quelconque  ;  dans  ce  cas ,  le  centre  de 
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courbure  et  le  rayon  de  courbure  changent  à 
chaque  instant,  et  les  arcs  décrits  par  1  extré- 
mité du  fil  sont  infiniment  petits  ;  on  nomme, 
par  abréviation,  la  développée,  la  courbe 
qui  est  développée ,  et  celle  que  décrit  l'extré- 
mité du  fil  se  nomme  la  développante.  Dans 
la  figure  i38,  la  développée  est  un  cercle  V, 
et  la  courbe  IITT".  • .  est  la  développante  ; 
pour  la  tracer,  il  suffit  de  partager  la  circon- 
férence en  un  nombre  de  parties  égales  assez 
considérable,  pour  que  chaque  arc  ne  diffère 
pas  sensiblement  de  sa  corde  ;  mener  par  les 
points  de  division  des  tangentes  dans  le  même 
sens;  porter  à  partir  de  ces  points  une  lon- 
gueur d'arc  sur  la  première  tangente  ;  deux 
longueurs  sur  la  deuxième,  et  ainsi  de  suite; 
les  points  I ,  I'  ainsi  déterminés,  appartiennent 
à  la  développante  tous  les  rayons  des  cour- 
bures NI,  Or,  PI",  etc.,  sont  tangens  à  la  dé- 
veloppée, et  normales  à  la  développante  ;  et  la 
courbure,  à  partir  d  u  point  M,  va  en  diminuant, 
parce  que  les  rayons  de  courbure  vont  sans 
cesse  en  augmentant  ;  le  dernier  rayon  de 
courbure  MX  est  égal  à  toute  la  circonférence. 

68g.  On  peut  concevoir  que  le  fil  fasse  plu- 
sieurs tours  autour  de  la  développée;  dans  ce 
cas,  lorsqu'il  sera  en  MX,  il  pourra  continuer 
à  se  développer ,  et  à  commencer  une  autre 
développante  qui  se  rattache  à  la  première, 
et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  la  développante 
du  cercle  est  une  courbe  tournant  autour  du 
cercle  développé ,  et  qui  se  prolonge  à  l'infini. 

690.  Si  on  prolonge  les  rayons  de  courbure 
NI,  Or...  d'une  longueur  égale  1R,IR', 
T'A". . .,  les  points  R,  R',  R"  sont  sur  une 
courbe  semblable  à  la  développée  ;  car,  en 

33* 
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prenant  les  points  très-rapprochés ,  on  peut 
considérer  les  arcs  II",  IT\ » .  et  RR\  R'R", . . 
comme  des  arcs  de  cercle,  et  respectivement 
semblables;  au  Hep  de  prolonger  les  rayons 
de  courbure ,  on  peut  concevoir  que  le  fil  a 
pour  longueur  celle  de  la  développée ,  aug- 
mentée de  IR  :  alors  la  développante  n'a  pas 
de  point  M  commun  avec  la  développée  ;  sod 
extrémité  décrira  une  développante  comme 
celle  qui  commence  sur  la  développée  ;  et  en 
général  tous  les  points  du  fil  décrivent  des  dé- 
veloppantes perpendiculaires  à  un  même  sys- 
tème de  droites. 

691.  Pendant  que  AB  (fig*  i37  )  décrit  le 
secteur  ABIf  son  centre  de  gravité  b  décrit 
Tare  bb',  et  Ton  a  aire  ABI  =  AB  X  arc  bb'. 

Soit  G  le  centre  de  gravité  du  périmètre 
ABGO,  il  décrit  un  arc  GG'  semblable  à  bb1 
(663),  et  Ton  a  (  AB+BC+CD+DA)  GG'~ 
AB  X  arc  bV. 

C'est- à-dire  que  Taire  du  secteur  ABI  est 
égale  au  périmètre  multiplié  par  le  chemin  que 
fait  le  centre  de  gravité.  Le  même  raisonne- 
ment s'applique  à  l'aire  du  secteur  ICI'  et  à 
tous  les  secteurs,  ainsi  engendrés,  quel  que  soit 
le  nombre  des  cotés  du  polygone  et  leurs  lon- 
gueurs :  donc  en  général  l'aire  renfermée  entre 
la  développée  et  la  développante  [  Jig-  i38) 
est  égale  au  périmètre  de  la  développée  multi- 
pliée par  le  cbemin  que  décrit  le  centre  de 

(jravité  de  la  développée  pendant  que  le  déve- 
oppement  s'opère. 

602.  Lorsque  la  développée  est  donnée,  il 
est  facile  de  décrire  la  développante  par  un 
mouvement  continu  à  l'aide  du  déroulement 
d'un  fil  ;  mais  quand  la  développante  est  con- 
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mie,  on  ne  peut  trouver  la  développée  corres- 
pondante que  par  des  procédés  qui  supposent 
Ja  connaissance  du  calcul  différentiel.  Si  la 
développante  est  une  courbe  du  second  degré» 
on  peut  trouver  le  rayon  de  courbure  et  la 
développée  par  des  méthodes  élémentaires; 
mais  elles  sont  trop  longues  pour  être  exposées 
ici.  Voici  le  résultat  : 

Soit  2b  le  petit  axe,  %a  le  grand  axe  d'une 
ellipse ,  R  lç  rayon  de  courbure  à  un  point  M 
situé  sur  la  courbe;  «  l'angle  que  forme  la 
tangente  avec  un  rayon  vecteur  qui  passe  par 

ce  point  ;  on  aura  R  ==•--•  coséc. 3  a  ;  le  produit 
b2 

constant  —  se  nomme  demi-paramètre.  Dans 
a 

l'hyperbole ,  b  est  Taxe  gui  ne  rencontre  pas  ; 
et  dans  la  parabole ,  il  faut  prendre ,  au  lieu 

b1  t  n 

de  —  ,  le  double  de  la  distance  du  foyer  au 
a 

sommet;  aux  extrémités  du  grand  axe,  Ton  a 

b2 

a  =  900.  et  coséc  a=  1  et  R=—  ;  ainsi  aux 

deux  sommets ,  extrémités  du  grand  axe ,  les 
rayons  de  courbure  sont  égaux  au  demi-pa- 
ramètre. A  partir  de  ces  sommets ,  le  rayon 
de  courbure  augmente ,  et  par  conséquent  la 
courbure  diminue;  aux  extrémités  du  petit 

cl  a? 
axe,  Ton  a  coséc.  a  =  -^ ,  et  dès-lors  R  ; 

c'est  la  valeur  maxima  de  R  ;  par  conséquent 
la  plus  petite  courbure  est  aux  extrémités  du 
petit  axe  ;  les  deux  courbures  extrêmes  sont 

b*  a? 

donc  entre  elles  comme-  •  -j  :  *  b3  :  a>  '  »  ou 


Digitized  by  Google 


3(p  MANUEL 

comme  le  cube  du  petit  axe  est  au  cube  du 
grand  axe. 

693.  Tous  les  cercles  qui  passent  par  un 
point  pris  sur  une  courbe,  et  qui  ont  leurs 
centres  sur  la  normale,  ont  évidemment  même 
tangente  que  la  courbe ,  ou  ,  autrement ,  tou- 
chent la  courbe  en  ce  point.  Tous  ces  cercles 
sont  de  courbure  différente;  celui  d?entre  eux 
qui  a  pour  centre  celui  de  courbure  est  le 
seul  qui  ait  même  courbure  en  ce  point  que 
la  courbe  donnée  ;  ce  cercle  porte  le  nom  de 
cercle  oscillateur.  Tous  les  autres  cercles  ont 
des  courbures  plus  grandes  ou  plus  petites; 
par  conséquent  aucun  d'entre  eux  ne  peut  s'in- 
sérer dans  le  voisinage  du  contact,  entre  le 
cercle  osculateur  et  la  courbe;  ce  genre  de 
contact  se  nomme  oscillation. 

Il  est  facile  de  construire  les  cercles  oscula- 
teurs  pour  les  courbes  du  second  degré.  En 
effet ,  soient  AB ,  CD ,  deux  cordes  rencontrant 
la  courbe  aux  points  A ,  B ,  C ,  et  D  ;  si  les  deux 
diamètres  parallèles  respectivement  à  ces  cor- 
des sont  égaux  ,  il  résuite  de  la  propriété  des 
segmens  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D 
sont  sur  une  même  circonférence;  supposons 

Îjue  les  points  C  et  1)  se  réunissent  et  se  con- 
ondent  5  ou  ce  qui  revient  au  même  ;  soient 
BC ,  BA  deux  cordes  parallèles  à  des  diamètres 
égaux;  la  circonférence  passant  par  les  trois 
points  A,  B,  C  aura  deux  points  en  commun 
avec  la  courbe  au  point  B,  c'est-à-dire  la  tan- 
gente à  la  courbe  en  B  sera  aussi  tangente  au 
cercle;  mais  sUe  point  C  tombe  aussi  en  B;  si 
ayant  mené  par  B  une  tangente,  ensuite  un  dia- 
mètre  parallèle,  et  construit  son  égal,  on  mené 
par  B  une  parallèle  à  ce  second  diamètre,  elle 
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coupera  la  courbe  en  A  ;  le  cercle  qui  passera 
par  B  et  A,  ayant  même  tangente  que  la  courbe 
en  B ,  touchera  celle-ci  en  B  et  aura  là  trois 
points  en  commun  avec  elle  j  ce  sera  le  cercle 
oscillateur. 

Dans  la  parabole ,  on  substitue  aux  diamè- 
tres égaux  des  tangentes  égales  se  rencontrant 
sur  l'axe  principal. 

Cette  construction  cesse  d'être  applicable 
aux  sommets  ,  extrémités  des  axes  principaux  f 
là,  les  quatre  points  d'intersection  se  confon- 
dent en  un  seul.  Cette  considération  sert  à 
déterminer  facilement,  pour  ces  cas  particu- 
liers ,  la  grandeur  du  rayon  osculateur. 

Plans  tangens  ,  normales  ;|  sphères  oscula™ 
trices;  rayons  et  lignes  de  courbure. 

694*  Les  considérations  précédentes  peuvent 
se  généraliser  et  s'appliquer  aux  surfaces  ;  en 
effet,  si,  par  le  même  point  pris  sur  une  sur- 
face, on  mène  une  suite  de  plans  coupans  et 
une  tangente  à  chaque  section ,  il  est  évident 
que  toutes  ces  lignes  appartiendront  au  plan 
tangent  en  ce  point ,  et  par  conséquent  sont 
dans  un  même  plan.  On  pourra  donc  toujours 
déterminer  ce  plan  ,  au  moyen  de  deux  sec- 
tions qu'on  choisit  de  manière  à  présenter  le 
plus  de  facilité;  ainsi ,  dans  les  surfaces  de  ré- 
volutions ,  on  choisit  le  cercle  et  la  courbe  gé- 
nératrice qui  passent  par  chaque  point.  Dans 
les  surfaces  engendrées  par  une  droite,  on 
prend  cette  droite  pour  une  de  ces  sections , 
etc. 

695.  Si,  après  avoir  conduit  un  plan  cou- 
pant par  un  point  M  pris  sur  la  surface ,  on 
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•  imagine  une  sphère  ayant  pour  centre  et  pour 
rayon  ceux  de  courbure  de  la  section  en  ce 
point,  cette  sphère  aura  une  tangente  com- 
mune avec  la  surface)  mais  si  le  plan  coupant 
est  perpendiculaire  au  plan  tangent»  ou ,  au* 
trement,  s'il  passe  par  la  normale,  la  sphère 
aura  même  plan  tangent  que  la  surface  :  son  J 
contact  sera  plus  intime  que  si  le  centre  était 
hors  de  la  normale.  Si  donc  on  mène  par  la 
normale  un  plan  quelconque ,  le  cercle  oscil- 
lateur à  la  section  est  aussi  osculateur  à  la 
surface ,  et  la  sphère  est  osculatrice  dans  le 
sens  de  la  section;  et,  généralement  parlant, 
la  surface  a  autant  de  courbures  différentes 
au'ii  y  a  de  sections  normales  ;  mais  il  existe 
aeux  sections ,  dont  Tune  donne  la  courbure 
maxima ,  et  l'autre  la  courbure  minima. 

696.  Chaque  section  normale  ayant  un  cer- 
cle osculateur,  l'ensemble  de  tous  ces  cercles 
forme  une  surface  osculatrice  à  la  surface 
donnée»  Cette  surface  osculatrice  est  donc  for* 
mée  par  une  infinité  de  cercles ,  ayant  leur 
centre  sur  la  même  droite ,  passant  par  le  même 
point,  mais  situés  dans  des  plans  différens. 
Pour  un  point  M'  différent  de  M ,  nous  aurons 
une  autre  surface  osculatrice  qui  coupe  celle 
de  M*  suivant  une  certaine  ligne.  Si  les  deux 
normales  a  la  surface  répondant  à  M  et  M' 
sont  dans  un  même  plan  ,  on  pourra  faire 
passer  une  même  section  normale  par  les  deux 
points  ;  et  si  ceux-ci  sont  infiniment  rappro- 
chés, l'intersection  de  deux  normales  donne 
le  centre  de  courbure  de  la  section  ;  les 
deux  surfaces  osculatrices  différant  infiniment 
auront  un  cercle  en  commun;  or  on 
prouva  p#r  1*  calcul  différentiel  qu'il  existe  en 
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effet  deux  points  M'etN',  infiniment  rappro- 
chés de  M ,  dont  les  normales  rencontrent  en 
deux  points  la  normale  en  M.  Il  est  pos- 
sible de  déterminer  les  positions  de  ces  deux 
sections  normales  MM'  et  MW ,  qui  sont  tou- 
jours perpendiculaires  Tune  à  l'autre  ;  les  sur- 
*  faces  osculatrices  en  M ,  M',  N'ont  pour  inter- 
sections le  plus  petit  et  le  plus  grand  des 
cercles  oscillateurs;  par  conséquent»  les  sphères 
qui  répondent  à  ces  cercles  ont  une  osculation 
plus  intime  que  les  autres  sphères  d'un  rayon 
différent;  et  c'est  ce  qui  leur  a  fait  donner 
spécialement  le  nom  de  sphères  osculatrices  : 
ainsi  chaque  surface  a  en  chaque  point  deux 
rayons  de  courbure ,  dont  l'un  est  un  minimum 
et  l'autre  un  maximum. 

Le  rayon  minimum  est  donné  par  la  section 
dans  le  sens  de  laquelle  la  surface  a  la  plus 
grande  courbure,  et  le  rayon  maximum  ré- 
pond à  la  section  dans  le  sens  de  laquelle  la 
surface  a  la  moindre  courbure. 

697.  Soient  A ,  A\  A" ,  A'",  A"",  etc.  une 
suite  de  points  infiniment  rapprochés  et  tels 
que  la  normale  en  A  soit  rencontrée  par  celle 
en  A'  ;  que  la  normale  en  A'  soit  rencontrée  par 
celle  ep  A" ,  ainsi  de  suite  ;  et  que  chaque  in- 
tersection réponde  à  un  rayon  de  courbure 
maximum  :  tous  ces  points  formeront  une  cer- 
taine ligne  qui  sera ,  généralement  parlant ,  à 
double  courbure.  Prenons  une  suite  de  points 
A,  b9c,d,  e,ff  infiniment  rapprochés  ,  tels 
que  les  normales  voisines  se  rencontrent  succes- 
sivement ;  savoir  :  celle  de  A  et  b ,  celle  de  b 
et  c;  et  supposons  que  les  intersections  répan- 
dent à  des  rayons  minimum  ,  on  aura  une 
seconde  ligne ,  et  les  directions  AA'  et  A  b 
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sont  à  angles  droits.  Maintenant ,  si  de  Af  on 
fait  partir  une  seconde  ligne  A' ,  V  9d  ,  d ,  é , 
à  rayon  minimum  ;  de  même  de  A",  A'"  ,  A""  ; 
et  si  on  fait  partir  des  lignes  à  rayons  maxi- 
mum de  a ,  b,  c,  d,  la  surface  sera  alors  di- 
visée en  compartimens  quadrilatères  rec- 
tangles ,  dont  les  côtés  seront  en  général  des 
courbes  à  doubles  courbures,  et  dont  les  angles 
seront  droits.  Ces  lignes  ont  été  nommées  li- 
gnes de  courbure  de  la  surface.  Par  chaque 
point  ,  il  en  passe  deux.  Sur  une  surface 
de  révolution  ,  ces  lignes  sont  la  courbe 
génératrice  ou  méridienne  et  le  cercle  perpen- 
diculaire à  Taxe.  Sur  une  sphère  ,  tous  les 
grands  cercles  sont  des  lignes  de  courbure. 
Dans  les  surfaces  développâmes ,  le  rayon  maxi- 
mum à  chaque  point  est  donné  par  la  section 
qui  donne  la  droite;  par  conséquent ,  ce  rayon 
est  infini;  la  sphère  osculatrice  maxima  est  la 
même  que  le  plan  tangent ,  et  la  droite  de 
contact  est  une  ligne  de  courbure  ;  l'autre  est 
celle  qui  est  perpendiculaire  à  ces  droites. 
Ainsi,  dans  les  cylindres,  Y  arc  droit  est  une 
ligne  de  courbure.  Dans  les  surfaces  coniques, 
c'est  l'intersection  de  la  surface  avec  les  sphères 
ayant  le  sommet  pour  centre. 

698.  Toutes  les  normales  à  la  surface  ré- 
pondant à  la  même  ligne  de  courbure  forment 
une  surface  développable.  En  construisant  ces 
surfaces  pour  les  lignes  de  courbure  dans  les 
deux  sens,  on  peut  donc  partager  le  solide  en 
plusieurs  pyramides  gauches  ,  ayant  pour 
base  une  portion  de  surface  courbe  qua- 
drilatère et  pour  faces  quatre  surfaces  déve- 
loppables  ;  et  c'est  avec  ces  portions  de  solides , 
nommées  voussoirs ,  qu'on  construitles  voûtes; 
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les  joints  sont  des  surfaces  développables ,  ter- 
minées aux  surfaces  extérieures  et  intérieures 
desdites  voûtes  auxquelles  elles  sont  perpen- 
diculaires ;  en  terme  d'arts  ,  ces  dernières  sur- 
faces se  nomment  extrados  et  intrados. 


Des  courbes  à  double  courbure ,  tangentes  $ 
plan  osculateur;  rayons  de  courbure. 

699.  Quelle  que  soit  la  forme  qu'affecte  une 
courbe,  on  peut  toujours  la  projeter  ou  la 
concevoir  projetée  cylindriquement  sur  un 
plan  ,  ou ,  en  d'autres  termes  ,  toute  courbe 
peut  être  considérée  comme  étant  tracée  sur 
une  surface  cylindrique.  En  prenant  deux 

Î>lans  de  projection ,  on  obtiendra  deux  sur 
aces  cylindriques  ,  qui  contiendront  chacun^ 
la  courbe  ;    et  réciproquement  ;  lors  que 
ces  deux  surfaces  seront  données  de  for- 
me et  de  position ,  la  courbe  est  aussi  connue , 
puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  leur  inter- 
section :  généralement  parlant ,  la  courbe  par- 
ticipera Ae  la  courbure  des  deux  surfaces,  et 
c'est  ce  qui  a  donné  lieu  à  la  dénomination 
de  ligne  a  double  courbure  ;  toutefois  en  quel- 
ques cas  particuliers  ,  les  deux  courbures  peu- 
vent se  réduire  à  une  seule  :  alors  les  deux 
surfaces  se  coupent  suivant  une  courbe  plane. 
Telle  est  l'intersection  de  deux  sphères.  Pour 
se  faire  une  idée  de  cette  courbure  en  deux 
sens ,  imaginons  qu'on  plie  un  fil  flexible  en 
plusieurs  parties,  demanièreà  former  une  por- 
tion de  polygone  plan;  il  sera  à  simple  pli- 
cature;  si  on  plie  de  nouveau  le  troisième 
côte  de  manière  à  le  faire  sortir  hors  du  plan 
des  deux  premiers  j  et  ensuite ,  si  on  plie  le 

34 
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quatrième  côté  de  manière  à  ce  qu'il  soit  hors 
du  plan  du  deuxième  et  du  troisième,  et  ainsi 
de  suite,  on  formera  un  polygone  k  double 
pljcature  ;  ou,  comme  on  dit,  un  polygone 

§auche.  Vieux  jcôtés  consécutifs  sont  toujours 
ans  un  même  plan ,  mais  jamais  trois.  15i  au 
polygone  nous  substituer  une  courbe,  on 
formera  (Je  cette  minier*  m§  çourbe  à  double 
courbure. 

700*  Pour  mener  une  tangente  par  un  point 
pris  sur  cette  courbe,  il  fout  considérer  que 
cette  tangente  doit  se  trouver  à  la  fois  dans 
chacun  des  plans  tangens  qu'on  peut  mener  aux 
surfaces  cylindriques  qui  contiennent  la  courbe; 
par  conséquent ,  cette  tangente  est  l'intersec- 
tion de  ces  deux  plans  tangens. 

L'ensemble  des  tangentes  donne  une  surface 
dévéloppable. 

701.  Le  plan  normal  est  celui  qui  est  mené 
par  un  point  de  la  courbe  perpendiculairement 
a  la  tangente.  Lorsque  la  courbe  est  plane, 
tous  les  plans  normaux  consécutifs  sont  perpen- 
diculaires au  plan  de  la  courbe,  et  se  coupent 
suivant  des  droites  parallèles ,  formant  un 
cylindre  droit,  ayant  pour  base  la  développée 
de  la  courbe  :  et  de  même  qu'on  peut  décrire 
une  circonférence  soit  au  moyen  d'un  centre 
intérieur  situé  dans  son  plan ,  soit  au  moyen 
d'un  centre  extérieur,  pris  sur  une  perpen- 
diculaire élevée  sur  ce  plan ,  on  pourra  aussi 
décrire  la  développante,  soit  par  le  dévelop- 
pement de  la  développée  plane,  soit  par  le  dé- 
veloppement de  courbes  à  double  courbure 
tracées  sur  ce  cylindre  droit;  et  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  courbes  sont  des  hélices  ;  car 
le  fil  tendu  décrit  une  suite  de  petites  surfaces 
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coniques  droites,  dont  les  sommets  parcou- 
rent l'hélice  développée  >  et  dont  l'angle  reste 
constant. 

702.  Si  la  courbe  esta  double  courbure, 
les  plans  normaux  consécutifs  se  coupent  aussi 
suivant  des  droites  *  dont  la  réunion  ne  forme 
plus  une  surface  cylindrique ,  mais  une  surface 
développable.  Deux  tangentes  côtitëêtitives 
sont  dans  un  même  plan  (669)  auquel  Tinter- 
section  des  deux  plans  normaux  consécutifs  est 
perpendiculaire)  ce  plan,  qui  rfetifermé  deux 
élémens  continus  de  la  courbé,  est  nomtné 
plan  oscillateur;  il  est  rencontré  pâr  l'ititër- 
section  perpendiculaire  ;  et  le  point  de  ren^ 
contre  est  le  centre  intérieur  de  ctiûi'butfe ,  et 
sa  distance  au  point  de  la  courbe  est  le  pltift 
petit  des  rayons  de  courbure.  Le  centre  inté- 
rieur de  courbure  est  donc  le  point  de  ren- 
contre des  deux  plans  normauxcotisécutifs,avec 
plan  osculateur  3  l'intersection  de  trois  plans 
consécutifs  donne  un  point  qui  est  le  centre  de 
la  sphère  qui  passe  par  quatre  points  consécu- 
tifs de  la  courbe  5  cepoint  estle  ceritte  de  cour- 
bure ;  sa  distance  au  point  correspondant  de  la 
courbe  est  le  rayon  de  courbure  absolu,  l'en- 
semble de  ces  centres  de  courbure  forme  une 
arrête  de  rebroussement  stir  la  surface  dévelop- 
pable *  que  produit  l'intersection  des  plans 
normaux;  et  la  réunionde  toU9  les  rayons  de 
courbure  miriimunes  forme  une  surface  faon 
développable. 
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PREMIER  APPENDICE. 


PRINCIPES  GÉNÉRAUX  DE  LA  GEOMETRIE  BU 

COMPAS. 

i°  Des  surfaces  sans  épaisseur,  des  lignes 
sans  largeur,  des  points  sans  étendue ,  sont  des 
conceptions  que  la  science  spéculative  est  au- 
torisée à  admettre  dans  ses  théories  et  à  em- 
ployer comme  des  moyens  de  solution  ;  mais 
en  réalité ,  dès  qu'il  faut  des  instrumens  pour 
exécuter  les  préceptes  de  la  science,  ces  suppo- 
sitions ne  sont  plus  admissibles  :  ainsi  le  crayon 
le  plus  finement  taillé  est  encore  terminé  par 
une  petite  surface  ;  la  ligne  qu'il  trace  n'est  pas 
entièrement  privée  de  largeur  ni  d'épaisseur;  le 
tranchant  de  la  règle ,  quelque  affilée  qu'elle 
soit,  a  encore  une  étendue  superficielle;  sa 
rectitude  n'est  pas  exempte  d'inflexion ,  et  la 
droite  qu'on  décrit  sur  le  papier  est  un  solide 
imperceptiblement  ondulé  et  même  à  double 
courbe  ;  car  la  feuille  de  papier  n'est  pas  ma- 
thématiquement plane.  Quand  on  veut  avoir 
égard  à  l'exactitude  pratique,  il  faut  donc 
choisir  des  procédés  qui  exigent  le  moins  d'o- 
pérations ,  et  les  instrumens  les  moins  inexacts 
et  en  plus  petit  nombre  possible.  Les  géomètres 
se  sont  aussi  appliqués  de  tout  temps  à  ré- 
soudre tous  les  problèmes  à  l'aide  de  la  règle 
et  du  compas  seulement;  depuis  on  a  cher- 
ché à  ne  se  servir  que  de  la  règle,  et  cette  partie 
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de  la  science  porte  le  nom  de  géométrie  de  la 
règle  $  nous  en  avons  donné  plusieurs  exemples 
dans  ce  Manuel  ;  nous  nous  proposons  de  don- 
ner ici  les  principes  généraux  de  la  géométrie 
du  compas.,  tout  autre  instrument,  même  la 
règle,  étant  exclu  :  d'après  cela,  il  est  pres- 
que superflu  d'avertir  qu'il  n'est  permis  de 
tracer  d'autres  lignes  que  la  circonférence  ; 
les  longueurs  des  droites  sont  données  par  les 
points  qui  les  terminent.  Nous  allons  résoudre 
quelques  problèmes  élémentaires,  et  nous  en- 
gageons à  chercher  des  solutions  plus  simples; 
car  ici  nous  nous  attachons  à  faire  voir  la  pos- 
sibilité ,  et  non  à  l'élégance  des  solutions. 

20  Etant  donnés  trois  côtés  d'un  triangle, 
en  peut  en  construire  les  trois  sommets  ;  par 
conséquent,  étant  donné  un  côté,  on  peut 
construire  le  triangle  équilatéral. 

3°  Etant  donnée  la  longueur  AB ,  trouver 
une  longueur  double? 

Sur  AB  construisez  le  triangle  équilatéral 
ABC  ;  sur  BC  le  triangle  équilatéral  BCD  ;  sur 
BD  le  triangle  équilatéral  BDE  ;  les  trois  points 
A ,  B,  E  sont  en  ligne  droite ,  et  AE  =  2  AB. 

4°  On  peut  donc  trouver  une  longueur  tri- 

1>le ,  quadruple  ;  et ,  en  général ,  étant  donnée 
a  longueur  a,  on  peut  trouver  na,n  étant 
un  nombre  entier. 

5° Etant  donnés  l'hypothénuse  a  et  le  côté  b 
d'un  triangle  rectangle ,  construire  le  triangle? 
Soit  AB  =  b,  et  AE  =  a,  a>b. 
Doublez  AB ,  et  soit  ABD  =  2  AB. 
Construisez  le  triangle  isocèle  ADE,  ayant 
pour  base  AD  et  pour  côtés  égaux  AE ,  DE  ; 
le  triangle  ABE  sera  le  triangle  rectangle  de- 
mandé ,  et  Ton  aura 
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6°  Construire  y/^a  2£ij> 

Faites  a*  —    as  g'a  (5°)  ; 

on  aura       \/*9— *&3  =  l^a^^b2. 
On  peut  donc  construire  en  général 

m  étant  tin  nombre  entier. 

n°  Construire  V  mbl  ;  étant  un  nombre 
entier  et  6  une  longueur  donnée? 

Solution.  Faites  a*  —  mb'=  a!2  (6°);  *  étant 
une  longueur  arbitraire;  on  aura 

Fèsànt  m  =  i ,  cm  aura  égal  au  coté 

du  carré  inscrit  dans  la  circonférence  qui  ah 
pour  rayon;  donc,  on  peut  partager  une  cir- 
conférence en  quatre  parties  égales. 

8°  Construire  V  ai*     b2 ,  a  et  b  étant  des 
longueurs  données? 

Solution.  Faites       2  <za  as  a!2  (70), 

on  aura     j/a'+ft^  \/d*  —  h'%  (5°). 

90  On  peut  donc  construire  ma%±  nb2\ 
rnetn  étant  des  nombres  edtiérs»  kta  e%b  dés 
longueurs  quelconques  5  èt  aussi  életéf  à  l'ex- 
trémité d'une  droite  une  perpendiculaire  d'une 
longueur  donnée. 

io°  Etant  donnée  une  circonférence  $  son 
centre  O  ;  un  point  A  hors  de  la  circonférence, 
chercher  les  points  I  et  I' ,  où  lâ  sécante  OÀ 
rencontre  la  circonférence. 

Elevez  en  O  une  perpendiculaire  OM  égale 
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ad  raydti  (9*)  ;  M  sera  sur  la  circonférence  ;  de 
ce  point ,  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à 

décrivez  une  circonférence;  elle 
coupera  la  circonférence  donnée  aux  points 
cherchés  I  et  I'. 

ii°  Construire  a  +  beta — b-}  a  et  b  sont 
des  longueurs  données? 

D'un  point  O  comme  centre,  décrivez  une 
circonférence  d'un  rayon  égal  à  b ,  qu'on  Sup- 
pose être  la  plus  petite  longueur;  prenez  un 
point  À,  éloigné  de  O  de  là  distance  #;  cher- 
chez les  intersections  I  et  V  de  la  sécante  AO 
avec  la  circonférence  (io°);  alors 

Aî  =  a—b;  et  AV  =  a+b. 

On  peut  donc  construire  ma±nb;  m  et  n 
étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

12°  Trouver  le  point  milieu  I  d'un  arc  MN 
dont  0  est  le  centre? 

Solution»  Sur  MN  construisez  un  triangle 
isocèle  quelconque  AMN  ;  cherchez  l'intersec- 
tion de  AO  avec  la  circonférence  (io°)  ;  ce  sera 
le  point  milieu  I  cherché. 

On  peut  donc  partager  un  arc  en  4>  8,  16, 
et  en  général  en  on  nombre  in  de  parties 
égales.  , 

Etant  données  deux  longueurs  AB  et 
CD*  telles  que  GDs=i  AB ,  trouver  sur  CD  le 
point  milieu  1? 

Solution.  Construisez  sur  AB  le  triangle 
isocèle  ABE ,  ou  AE  =  BE  =  CD  ;  du  point  A 
comme  centre,  et  du  rayon  AB  ,  décrivez  une 
circonférence  ;  cherchez  son  point  d'intersec- 
tion avec  AE  5  ce  sera  le  milieu  I  de  AE  con- 
struisant sur  CD  un  triangle  égal  à  BEI  ,  on 
aura  le  siUieude  CD* 
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i4°  Trouver  le  point  milieu  I  d'une  dis- 
tance AB  ? 

Solution.  Construisez  le  triangle  isocèle  ABE, 
où  AE  =  BE  =  2  AB  ;  cherchez  les  milieux  I,  I' 
de  AE,  et  de  BE  (i3°)  ;  construisez  sur  II',  le 
triangle  II'O  égal  et  symétrique  à  IFE  ;  le 
point  O  est  le  milieu  de  AB. 

On  pe.ut  donc  diviser  une  distance  en  % ,  4 , 
8,  16  parties  égales. 

i5°  D'un  point  donné  C,  abaisser  une  per- 
pendiculaire sur  la  distance  AB  ?  construisez  le 
point  symétrique  (7  ;  le  point  milieu  de  GIT  est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  cherchée. 

i6°  Un  point  étant  situé  hors  de  la  circon- 
férence ,  on  peut  déterminer  les  points  où  sa 
polaire  coupe  la  circonférence. 

iy°  Etant  donnés  deux  points  A,  I,  trouver 
les  points  d'intersection  de  la  droite  AI  avec  la 
circonférence  dont  le  centre  est  O? 

Solution.  Soient  M  et  N  les  deux  points 
cherchés;  sur  AI  abaissez  la  perpendiculaire 
OP  (i5°);  la  corde  MN  sera  divisée  en  deux  par- 
ties égales  en  P;  et  on  a  PM  =  \/  OMa — OP2  \ 
on  connaît  donc  PM;  et  par  conséquent  aussi 
AP  —  PM  =  AM ,  et  AP  +  PM  =  AN ,  ainsi, 
du  point  A  comme  centre ,  et  d'un  rayon  AM 
décrivant  une  circonférence,  elle  coupera  la 
circonférence  donnée  au  point  M,  on  aura  de 
même  le  point  N. 

i8°  Etant  données  les  droites  AB ,  CD,  EF, 
trouver  une  quatrième  proportionnelle. 

Solution.  Construisez  une  droite  MIN  égale 
à  CD+EF  (i  i°)  de  sorte  que  MI  =  CD 

IN  =  EF 

par  les  points  M  et  N  faites  passer  une  circon- 
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férence  ;  du  point  I  comme  centre  avec  un 
rayon  égal  à  AB  on  décrit  un  cercle  coupant 
le  premier  en  un  point  K;  cherchant  le  point 
K'  ou  la  droite  Kl  rencontre  le  premier  cer- 
cle (170)  la  droite  IK'  est  la  quatrième  propor- 
tionnelle cherchée. 

II  est  facile  de  trouver  ce  qu'il  faut  faire  pour 
rendre  toujours  la  construction  possible. 

190  Etant  donnés  les  quatre  sommets  HM, 
N ,  M',  N'  d'un  trapèze  rectangle  en  N  et  N'; 
trouver  le  point  0  de  rencontre  des  côtés  non 
parallèles  ? 

Solution.  On  a  la  proportion  : 

MN — M'N'  :  NN'  :  :  M'N'  :  NO 

on  pourra  donc  construire  NO  (180)  et  par 
conséquent  le  point  O  (n°). 

20° Etant  donnés  les  quatre  sommets  A,B>C,D 
d'un  quadrilatère ,  trouver  l'intersection  O  des 
deux  côtés  AB,  CD? 

Solution.  De  A  et  B  abaissez  les  perpendi- 
culaires AP,  BQ  sur  CD,  et  le  problème  est  ra- 
mené au  précédent. 

On  trouve  cette  matière  traitée  avec  toute 
l'étendue  et  la  simplicité  désirables  dans  l'ou- 
vrage de  Mascheroni  ;  une  nouvelle  édition  de 
la  traduction  française  a  été  publiée  en  1828. 


Digitized  by  Google 


4o6  fcfANUBL 

VV\\1\  VWVUVWVW  W\  WVWt  VWVt* VV\W\  VUWiWiW^VX 

DEUXIÈME  APPENDICE» 

i   -  r  ■    ;  =_i 


Formules  principales  relatives  au*  lignes 
du  second  degré  et  propriétés  dbs  coûbbes 
planes,  en  général. 

ï°  Formules  pour  les  changemens  des  eoor* 

données. 

{y— s)  sin.XY  =  xr  sin,  XX'  +/  sin.XY 
(x— r)sin.  XY  =^sin  YX'+/ sin.  YY'  ' 
XY  =  angle  de  Taxe  des  x  avec  celui  de  y  ;  et 
ainsi  des  autres 

r,  s  coordonnées  delà  nouvelle  origine  relati- 
vement à  l'origine. 

2°  Equation  générale  des  lignes  du  second 

degré. 

A/3  +  Bxy  +  C  x'  +  Dy  +  Ex  +  F  s  o 

3°.  Notation, 
y  =  angle  des  axes. 

Ba  — 4AC  =  m  =à  quantité  variant  avec  les 

directions  des  axes  et  non  avec  l'origine. 

DE  —  2BF  =  n 

aAE  —  BD  =  k 

aCD  —  BE  =  kr 

1>  —  4AF  =  Z 

Eâ— 4CF  =  /' 

AEa  +  CDa  —  BDE  +  F(Ba—  4AC)  =L  = 
quantité  variant  avec  les  directions  des  axes 
et  non  avec  l'origine. 
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4°  Identités. 

k1  —  lm  —  4AL 

^  a  =  4FL 

kf-hVn=i  aEL 

Cl  —  Al'  +  Ek+mF=h 

i  zCk  +  Bk'  +  Em  xb.  o 

A#3  +  CA3+  mD^'+mEA:+  m9F  =  m  L 

(A— C)«+[B— aÀcos.  y]  tB— aCçps.7]==  [A+Ç 
— B  cos.y]3  +  m  sin.ay  =  (A— C)3  sin.3y+tB 

cos.  7  (A+C)  J3 
i}  (aA^+B#+  D)3  —  (/n*3 — a£.?+/)  =  (aCjt>+-B^ 

+E)3  —  [my  —  2  A>+/3]  = 

(aCx+B.y+E)3  -  *»  [(^-^)-^]  =° 

>  '  - 

5°  Définitions. 

t 

11  Centre  =  point  tel  qu'en  le  prenant  pqur 
origine  les  termes  linéaires  en  x  et  y  dispa- 
raissent de  l'équation  générale. 

Diaçoètre  =  droite  passant  par  le  centre. 
Axes  conjugués  ==  deux  droites  telles  qu'en 
les  prenant  pour  axe* ,  le  rectangle  xjr  dispa- 
,  raît  de  l'équation. 

,      Axes  principaux  s  çliamètres  conjugués  rec- 
tangulaires. 
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Sommets  principaux  ou  sommets  =  points 
d'intersection  de  la  courbe  avec  les  axes  prin- 
cipaux. 

Foyer  =  point  tel  qu'en  y  fixant  l'origine  des 
coordonnées ,  la  distance  d'un  pointquelconque 
de  la  courbe  à  l'origine  est  une  fonction  ration- 
nelle linéaire  des  coordonnées  de  ce  point  de 
la  courbe. 

Tangente  =  droite  qui  ne  peut  avoir  qu'un 
point  ae  commun  avec  la  courbe* 

Asymptote  =  tangente  dont  le  point  de  con- 
tact est  situé  à  l'infini. 

Cercle  osculateur  =  circonférence  qui  ne 
peut  avoir  que  deux  points  de  commun  avec 
la  courbe  et  à  l'un  de  ces  points  elle  a  même 
tangente  que  la  courbe. 

Rayon  de  courbure  =  rayon  du  cercle  oscu- 
lateur. 

Normale  =  une  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente et  passant  par  le  point  de  contact. 

Pôle  =  point  par  lequel  passent  toutes  les 
cordes  qui  joignent  deux  points  de  contact, 
dont  les  deux  tangentes  correspondantes  ont 
leur  intersection  située  sur  une  droite  donnée 
de  position. 

Polaire  =  droite  donnée  de  position  rela- 
tivement au  pôle. 

Directrice  =  polaire  du  foyer. 

66.  Centre}  sa  position}  et  diamètres  paral- 
lèles aux  axes 9 parties  (Taxes  interceptées] 
équation  de  la  courbe  rapportée  au  centre. 

k 

x—  — 
m 

k' 


m 
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+ Bxy+ Cx*  +  —  =  o }  origine  au  centre 

Carré  du  £  diamètre  parallèle  à  Taxe  des 

L 

oc  —  — —  T\  ■ 

dm 
L 

C 

Rapport  dps  deux  caiTes    =  ~ 

Carré  de  la  partie  de  Taxe  des  «r ,  interceptée 

ï 

dans  la  courbe  =  7771- 

4C* 

Carré  de  la  partie  de  Taxe  des  y,  interceptée 

/ 

dans  la  courbe  =  -77-. 

70  ^fxe^  conjugués}  relation. 

^  II      {axes  conjugués  passant  par  l'origine  ; 

(p — a)  sin.  7       _         .  , 

tang.  I  =  ^    ,    ,    >   ;  1  =  angle  des 

0      ^    1 cos.  7 

axes  conjugués. 

ikpq  +  B     +  q  )  +  2C  =  0  ;  relation  entre  p 
etq\  * 
y*  (*kp+B)         {G—Ap*)—px*  (  iC+Bp  )  —  0 
Système  d'axes  conjugués  passant  par  l'ori- 
gine* 

^[aAcos.y  —  B]  +  25^(A  —  C) 
+  jo2  [B  —  2Ccos.7l  =  o 
Système  d'axes  conjugués  rectangulaires  , 
passant  par  l'origine. 

35 
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Deux  droites  parallèles  à  des  axes  conju- 
gués, sont  elles-mêmes  des  axes  conjugués. 

Deux  cordes  partant  du  même  point  de  la 
courbe  et  terminées  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre sont  conjuguées. 

#°  Diamètres  conjugués. 

sin.ay 

OT3z2— 4mL  (  A+C— B  cos.  y]  z  —  4La  -r-rr  =  o 

^  oin»  m. 

z  —  inconnu  de  l'équation  qui  a  pour  ra- 
cines les  carrés  de  deux  demi-diamètres  conju- 
gués, fesant  entre  eux  l'angle  I. 

y  [aA(A  — C)  +  B  (B--2Açps7)] 
+  ixy  [  B  (  A  +  C  )  —  4^Ccos.y  ] 
+     [*C  (Cr-,A)  +  A(B-^^GcosyJ  =  0 

Système  d'axes  conjugués  pas&Qt  par  l'ori- 
gine parallèlement  aux  diamètres  conjugués 
égaux,  dans  l'ellipse. 

Les  axes  principaux  et  les  diamètre*  conju- 
gués égaux  forment  un  faisceau  harmonique. 

9e*  Pôle  y  polaire ,  tangente, 

1°  pc\y     coordonnées  du  pôle. 

(2Ay+Bx'+D)y  +{*Gx'+B/+E)  ac+ 
Dy  +  Ex'  +  2F  =  o;  équation  de  la  polaire 
cprre^ppndante. 

Si  le  pôle  est  sur  la  courbe,  la  polaire  est 
la  tangente  et  le  pôle  est  le  point  de  contact. 

3° py±qx+r=Q,  équation  d'une  polaire. 

x,_  kr—pn  +  ql 

mr+pté+qk 

nir+pjc+qk 
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Toute  droite  passant  par  le  pôle  et  terminée 
à  la  polaire ,  est  cotipéd  par  la  courbe  harmo- 
niquement. 

Quatre  droites  formant  un  faisceau  harmo- 
nique ,  les  quatre  pôles  correspondais  sont  si»- 
tués  harmoniquement  sur  Une  même  droite 
et  vice  versa. 

Bans  tout  quadrilatère  inscrit,  les  intersec- 
tions des  côtés  opposés  déterminent  une  droite, 
qui  est  la  polaire  de  l'intersection  des  deux 
diagonales. 

Soient  a/9  y  et  oc?',  y"  les  coordonnées  de 
deux  points  ;  x,  y,  les  coordonnées  du  pôle  de 
la  droite ,  passant  par  les  deux  points  ;  on  aura 

x=    qk+pl+n  =y—S' 
qm+ph  —  k"^      x1  —  x" 
_  qkf — pn — /  x'y" — f'x" 

£      r  ~  qm  +  pk—k''q~*     x'  —  x"  ' 

io°  Position  dun  point  relativement  à  la 

courbe. 

■ 

a/yy  ;  coordonnées  d'un  point , 

Soit  a/2 + b  xfy + Cx" + by + E  xf + F = F', 

Si  F'  =  o,  le  point  est  sur  la  courbe, 

Si  F'L  est  négatif,  le  point  est  hors  de  la 

courbe, 

F'L  est  positif,  le  point  est  dans  l'intérieur 
de  la  courbe. 

ii°  Discussion  des  courbés. 

m<;o,L>o,  ellipse, 
id,    L  =  o,  un  point , 
id.    L  <  o ,  courbe  imaginaire , 
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m  =  o ,  L>  o ,  parabole , 

id.  L  =  o ,  -  deux  droites  parallèles  ou  une 
droite. 

id.    L  <C  o,  ligne  imaginaire , 
/rc>o,  L>ou<o,  hyperbole, 

id.    L  =  o ,  deux  droites  convergentes 

12°  Foyers. 

Ellipse  et  hyperbole , 
d >y ,  cordonnées  des  foyers , 


k 

\  p'  et  pu  de  même  signe. 

m 

p'3  et  p"*  racines  de  l'équation , 

m^sin.27 — 4/w*  L[(B  —  2ACOS.7)  cos.  7 

+ A— C)i  j^_4L»  (B —  2  cos.  v)a  =  a. 
Parabole  : 

f  _  k  (■/+/)  —  4EL+ancos.  y 
X  ~     8L(A+C— Bcos.7) 
g  (  l+l')  — 4DL + 2&'  cos.  7 

^  ~     8L(A+C— Bcos.7)  ' 

2  A 

Abscisse  du  sommet =a/  —  (  [A.y i+Bx'y+ 

c^+Dy+E^+Fj  )î=p  sm,a  7  

17  ^    2(A+C— Bcos.y)« 

2C 

Ordonnée  du  sommet  =y  — (Ay'+Ba/y +- 

Cr'a+D/-HE;r+F). 
La^  somme  des  distances  d'un  foyer  aux  ex- 
trémités d'une  corde  parallèle  à  l'axe  des 
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foyers,  est  une  quantité  constante  dans  l'ellipse; 
leur  différence  est  constante  dans  l'hyperbole. 

La  somme  des  cordes  conjuguées  passant 
par  un  foyer  ou  par  les  deux  est  constante  dans 
Y  ellipse;  et  leur  différence  dans  Phyperbole. 

Je  ne  sache  pas  que  cette  propriété  soi  t  connue. 

La  distance  d'un  point  de  la  courbe  au 
foyer  divisée  par  sa  distance  à  la  directrice 
correspondante,  est  une  quantité  nulle  dans  le 
cercle  et  moindre  que  l'unité  dans  l'ellipse; 
égale  à  l'unité  dans  la  parabole,  plus  grande 
que  l'unité  dans  l'hyperbole. 

i3°  Equation  polaire. 

2  =  distance  d'un  point  de  la  courbe  à  l'origine. 
«>  =  angle  que  forme  cette  distance  avec  Taxe 
des^c; 

tff  =  7 — <p  ;  on  a 
z= — ^sin.^ 

tD  sin .  <j>-f-Esin .  <|>'±:  \/  /sin .  2<j>4-2/i  sin .  <psin .  ^'-f-Z'sin .  2<p  ~J 
A  sin.2  <(>+ B  sin.  <|>  sin.  ^' +  C  sin.2  y  J 

lorsqu'on  a  /=  V  et  n  —  l  cos.  7, 

Le  radical  devient  indépendant  de  la  varia- 
ble cp  ;  l'origine  est  alors  un  foyer,  et  l'équation 
devient 

z  —  ^L^.y  I" Psip'  <t>  +  Esin.<^drsin^V//  1 

L  Asin.2<ç>4-Bsin.  <|>sin.  <j/-f  Csin. 2  4/  J 

i4°  Asymptotes. 

Ay*  =  0;  système  de  droites  pas- 

sant 
totes. 
asynr 

il  en  est  de  même  pour  l'axe  des  y, 

35* 
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Deux  diamètres  conjugués  et  les  asymptotes 
forment  un  faisceau  harmonique. 

i5°  Intersection  de  deux  lignes  du  second 

degré. 

Soient  les  deux  équations 

Ay*  +  Bxy  +  C  x7 + Dy  +■  E  x  4-  F  =  o 
M  y  > + B'xy  +  C'x-  +  D'y + E'  x  +  F = o 
Dans  ce  paragraphe  nous  désignerons  par 
AB'.  le  binôme  AB'  —  BA'  ainsi  des  autres. 
Cela  posé,  soit  : 

P  =  ÂC7^—  AB'.BC 

Q  =  —  2AC.  CD'  +  BC.  [BD'  —  AE'  ]  4* 
CE'.  AB' 

R  =  —  aAC.  CF  +  BC  [BF  —  DE  ]  4-  CE' 
[AE— BD']  +  CD^ 

S  =  2CD'.  CF'  4-  BC.  EF  +  CE'  [DE'  —  BF'l 
T=CF>  —  CE'.  EF 

Eliminant  x ,  il  vient 

P^  +  Q^  +  R^  +  S.y+T  =0 

i6°  Courbes  semblables. 

Lorsque  deux  lignes  du  second  degré  sont 
semblables,  Ton  a 

[  A  +C  —  Bcosy  ]2  rri=  [  À'+  C— B'cos.y  ]  m  (i) 
Si  les  deux  lignes  sont  égales  ,  on  a  de  plus, 

L'  [  A  +  G  —  Bcos.7  ]3  =  L  [  A'+  C  —  B  cos.7  }3 
Si  deux  courbes  sont  semblables  et  sem- 

blablement  situées ,  on  a  outre  I  équa- 
tion (1) 

A  +  C'=  A'  +  C 
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Si  À  H-  A'  *s  C  +  C ,  les  axes  principaux  sont 
perpendiculaires  les  uns  sur  les  autres. 

Si  les  deux  courbes  sont  égales  et  dans  une 
position  parallèle  ,  l'on  a 

À  =  A/;B  =  B\  C  =  C'etL2  =  L" 

L'intersection]  de  deux  lignes  semblables  et 
semblablement  situées  est  une  droite  ayant 
pour  équation. 

y  [D'  —  D  ]  +  2  [E  —  E  ]  +F'  —  F  =  o  ;  l'autre 
droite  est  à  l'infini  j  la  droite  qui  passe  par  les 
deux  centres  a  pour  équation 

y[iA  [E  —  E'  —  B  (D  —  D')]  —  x 

*C  (D  —  D')  — B  (E  —  E' )  ]  =  DE'  —  ED' 

Elle  est  conjuguée  a  la  droite  d'intersection. 
Si  dans  deux  courbes  données  l'on  a  D  =  D'; 

F=F, 

Alors  elles  se  coupent  suivant  deux  droites, 
ayant  pour  équations 
x  ~o 

y  (  AB' — BA'  )  +x  (  AC— CA')+AE'—  E  A'  =  o 

Si  donc  A' .  B' .  C  conservent  même  valeur 
et  qu'on  ne  fasse  varier  que  E' ,  la  seconde 
droite  conservera  toujours  même  direction. 

170  Cercle  oscillateur. 

Soit  une  suite  de  cercles  touchant  tous  une 
conique  donnée  en  un  même  point  donné, 
chacun  de  ces  cercles  coupera  de  plus  la  co- 
nique en  deux  points  ;  la  corde  qui  les  joint  a 
la  même  direction  pour  tous  les  cercles  (16). 

La  corde  qui  passe  par  le  point  de  contact 
appartient  au  cercle  osculateur  et  peut  servir 
a  le  construire. 

Soit  y2  +  Gx*  +  Ex  =  o  l'équation  d'une  co- 


Digitized  by  Google 


4l6  MANUEL 

nique  rapportée  à  des  axes  conjugués  ;  l'équa- 
tion du  cercle  osculateur  correspondant  à  l'o- 
rigine est 

y2  +  2xyco$.y  +  x*  +  'Ex  =  o; 


coordonnées  du  centre  du 


f_  Ë 

2 

E 

y  =  -7COS.  y 

osculateur  ;  r  =  —  sin.7,-r=rayon  de  courbure. 

2 


180  Lieux  géométriques. 

i°  Etant  données  deux  coniques,  dans  un 
même  plan  ;  soient  menés  deux  diamètres  paral- 
lèles ;  le  lieu  géométrique  de  l'intersection  des 
diamètres  respectivement  conjugués  est  une 
troisième  conique ,  passant  par  les  centres  des 
coniques  données  et  par'  les  six  points  milieux 
de  leurs  cordes  communes.  Et  réciproquement  ; 
en  menant  par  un  point  de  la  troisième  co- 
nique ,  deux  droites  aux  centres  des  deux  pre- 
mières ,  les  diamètres  respectivement  conju- 
gués sont  parallèles.  Delà  on  conclut  : 

a)  Le  lieu  géométrique  du  centre  d'une  co- 
nique passant  par  quatre  points  fixes  est  une 
conique  ;  les  six  droites  passant  par  ces  points , 
sont  un  système  de  trois  de  ces  coniques. 

b  )  Dans  tout  quadrilatère  inscrit ,  les  six  mi- 
lieux des  cordes ,  le  centre  de  la  courbe,  les 
points  d'intersections  des  côtés  opposés  ,  le 
point  d'intersection  des  diagonales,  sont  sur 
une  conique  ayant  pour  centre  cçlui  du  pa- 
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rallélogramme  qui  a  pour  sommets  les  points 
milieux  des  côtés  ; 

c)  Soient  A,  B  ,  D,  C ,  quatre  points  d'une 
conique ,  O  ,  le  centre  ;  M ,  Vintersection  de  AG 
et  BD  ;  N  ,  l/intersection  de  AB  et  CD  ;  si  on 
mène  MQ  formant  un  faisceau  harmonique 
avec  MAC,  MO,MBDjNP,  formant  un  fais- 
ceau  harmonique  avec  NAB,  JNO,NCD;  les 
droites  MQ  et  NP  sont  parallèles  (  par  la  ré- 
ciproque de        les  quatre  pôles  du  premier 
faisceau  sont  sur  une  même  droite  (90)  ;  le  pôle 
de  MO  est  à  l'infini;  donc  le  pôle,  de  MQ  est  au 
milieu  d'une  des  diagonales  du  quadrilatère 
circonscrit  passant  par  les  points  A ,  B  ,  C  ,  D  ; 
par  la  même  raison  le  pôle  de  NP  est  au  milieu 
de  la  seconde  diagonale  ;  la  droite  qui  joint  les 
milieux  de  ces  deux  diagonales  a  donc  pour 
pôle  l'intersection  des  deux  droites  parallèles; 
donc  cette  droite  est  un  diamètre  (]\ewt,prin- 
ctpia  Mathem.  lib.  I.  Lemm.  XXV.  corol.  3)  ; 

20  Soit  ABCD  un  quadrilatère  donné  ;  du 

point  E  on  mène  aux  côtés  opposés  AD ,  BC 

deux  droites  EF,  EG  sous  des  angles  donnés; 

et  de  même  aux  côtés  opposés  AB,  CD,  deux 

droites  El ,  EH  sur  des  angles  donnés ,  si  le 

EFx  EG  c    .      .  _ 

rapport—  —  est  constant  le  point  E  est 

El  X  EH 

sur  une  conique  passant  par  les  quatre  som- 
mets du  quadrilatère  {Princip.  Mat.  lib.  I, 
Sect.  V  Lemm.  XIX)  ; 

3°  A  et  B  sont  deux  points  fixes;  C  un 
point  mobile  sur  une  droite  donnée  ;  CAM , 
CBM,  sont  deux  angles  donnés  de  grandéur; 
le  point  M  décrit  une  conique  {Princ.  Mat. 
lib.  I,Seqt.V.  Lemm.  XXI); 
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4°  Soient  M ,  A ,  N,  B ,  les  quatre  sommets 
donnés  d'un  parallélogramme  5  G  un  point  fixé 
sur  AM  ;  D  point  iixé  sur  AN  ;  £  point  mo- 
bile sur  BN  ;  F  point  mobile  sur  BM ;  le  rap- 
BE 

|  ort  ^=  est  constant  ;  l'intersection  des  deux 
lib 

droites  CE ,  DF  décrit  une  conique  passant 
par  les  quatre  points  A ,  B ,  C ,  D  (  Sect.  V. 
Lemm.  XX)  ; 

5°  Soit  M  un  point  situé  sur  une  Courbe 
donnée;  MQ,  l'ordonnée,  et  AQ  l'abscisse  du 
point;  O  un  point  fixe  situé  sur  l'axe  des  or- 
données; D  le  point  où  la  droite  OQ  vient  cou- 
per une  parallèle  donnée  de  position ,  à  l'axe 
des  ordonnées  ;  DM'  une  droite  faisant  avec 

C3  d  (")  1^  I 

OD  un  ancle  donné  et  DM'  =  ■  ■  , v^ —  le 

point  M',  appartient  aussi  à  une  courbe 
de  même  dégré  f  Lib.  I,  Sect.  V.  Lem.  XXII). 

C'est  à  l'aide  de  ce  lemme  que  Newton  trans- 
porte les  propriétés  démontrées  pour  une  cer- 
taine courbe,  dans  une  autre  de  même  degré, 
Ct  change  des  droites  convergentes  en  parallèles 
et  vice  versa.  Il  appelle  ce  moyen  figuras  in 
ejusdem  generis  figuras  mutare;  cest  la  mé- 
thode projective,  cylindrique  ou  conique,  des 
géomètres  de  l'école  de  Monge. 

190  Propriété  des  segmens  et  de  la  trans- 
versale. 

Une  conique  est  coupée  par  un  polygone  de 
m  côtés;  pour-  fixer  les  idées  soit  M  =  4 î  dé- 
signons ces  côtés  par  (1)  ;  (a)  ;  (3)  ;  (4). 
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Aya  +  .  .  Cr2  +  .  .  .  =  o  axes  (i)  ;  (2) 

A'y1+..Cxi^ — .=0  id.  (3);  id. 

A'€ya+  .  •  Ct'H-  . .  .  =  o  id.  j  (4) 

A'>»+ .  .  Gjc*  -h .  .  .  =  o  id.  (1)  ;  id. 

A>'+ ,  .  C"j?"    .  ,  .  =  o  id.  id.;  (2) 

Il  est  évident  que  l?on  a  À"  =  A  ;  C"  =  |D 

Soit  p  le  produit  des  segmens  formés  par  l'axe 

des  x  ;  q  celui  de  Taie  des  y} 

dans  la  ir«  équation. 

p9  id.  q' 

dans  la  2#. 

,  , ,  •-«" 

dans  la  ae. 
dans  la  4#« 

aussi  1  on  a 

/>_£ 

q  A 

£_A' 
^_A^ 

q"~G 

Il  en  est  de  même  pour  un  nombre  m  de 
côte'*  Gtpour  une  courbe  algébrique  de  degré 
quelconque  ;  si  m  =  i ,  on  a  la  propriété  de  la 
transversale. 

* 


> 
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qo°  Iiwolution  de  Desargues  * 

Soient  trois  coniques  passant  les  mêmes 
quatre  points. 

Ay2+Bxy+Cx24-D/+Ex+F=o  équat.de  la  lre  coniq. 
A'y2+  J?—o  id. 

A"ya+  F=o  id.  3«. 

On  a  donc 
B"  =  B  +  mB' 

Faisant^  =  o  ;  il  vient 
Gra  +  E.r +  F  =  o  (r,  5  racines) 
C'x2+  =  oj(r',$'  m?.) 

C  V'a  +  B  V  +  F  =  o 
G' s"*  +  EV  +  F  =  o 

Cr"a  +  Er"  +  F  +  m  [C'r"a  +  EV  +  P)  =  o 
Cs"2  +  Es"  +F  +  m{  c's"a  +EV  +  F  )  =  o 

Eliminant  m  et  considérant  que  Cr"2  +  Er" 
+  F  =  C  (r1'  —  5)  (r^' —  s)  et  ainsi  des  autres  il 
vient 

(i"_y)  (r"— ^     (5"  —  r)  (s"—*')  : 

Ce  qui  est  la  propriété  nommée  involution 
par  Desargues  et  qu  il  est  facile  d'étendre  à 
toutes  les' courbes  algébriques. 

2i°  Intersection  de  deux  lignes  du  même 

degré. 

Soient  deux  lignes  du  degré  ro;  elles  ont  en 
général  nC  points  d'intersection;  si  mp  de  ces 
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points  sont  sur  une  ligne  de  degré p<^m\  les 
m  (m  — p)  points  restans  sont  sur  une  même 
ligne  de  degré  m  —  p. 

En  faisant  m  =  3  etp  =  2,  on  a  le  théo- 
rème de  Pascal,  comme  cas  particulier. 


FIN  DU  MANUEL  DE  GÉOMÉTRIE. 
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NOTES. 


Note  i,  Page  18. 
Sur  les  parallèles. 

Le  parallélisme  de  deux  droites  renferme 
deux  conditions  :  la  première  est  affirmative  , 
et  consiste  en  ce  que  les  deux  droites  sont  dans 
un  même  plan  ;  la  deuxième  est  négative  ,  en  ce 
qu'on  dit  que  les  deux  droites  ne  se  rencon  - 
trent pas.  Dans  aucune  méthode  directe  de 
démonstration,  on  ne  fait  usage  de  l'assertion 
affirmative,  aussi  aucune  n'est-elle  entière- 
ment satisfaisante;  on  ne  pourrait  me  me  tirer 
parti  de  cette  condition,  qu'autant  qu'on  con- 
naîtrait les  propriétés  du  plan  ,  indépendam- 
ment des  parallèles ,  ce  qui  n'est  possible  que 
lorsqu'on  sera  parvenu  à  prouver  que  deux 
droites  perpendiculaires  à  un  pian  ,  sont  dans 
un  même  plan.  En  attendant,  les  méthodes 
indirectes,  celles  qui  sont  fondées  sur  l'inva- 
riabilité de  la  somme  des  angles  du  triangle , 
paraissent  offrir  le  plus  de  chances  de  succès; 
car  les  trois  côtes  du  triangle  étant  toujours 
dans  un  même  plan,  la  première  condition  en- 
tre implicitement  comme  élément  d'argumen- 
tation. Mais  jusqu'ici  on  n'a  pas  encore  réussi 
à  démontrer  l'invariabilité  de  cette  somme  , 
avec  toute  la  rigueur  désirable:  M.  Lesendre  , 
es  Ja  première  édition  de  ses  Elémens  de 
Géométrie,  a  solidement  prouvé  que  cette 
somme  ne  pouvait  jamais  dépasser  aeux  an- 
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aies  droits.  Mâis  ne  peut-elle  rester  au  dessous  ? 
Cette  difficulté  subsiste  toujours  ;  on  peut  la 
réduire  à  celle-ci  :  il  s'agit  de  trouver  un  seul 
triangle  ABC  dans  lequel  la  somme  des  trois 
angles  est  égale  à  deux  angles  droits  ;  car  ,  si 
cela  est  vrai  pour  ce  triangle  ,  il  le  sera  aussi 
pour  un  triangle  quelconque.  En  effet ,  un 
4es  angles  du  triangle  est  nécessairement  aigu; 
supposons  que  c'est  l'angle  C  ,  et  abaissons 
de  A  la  perpendiculaire  AD  sur  BC  :  on  aura 
deux  triangles  rectangles  ADC  ,  ADB  ,  dans 
chacun  desquels  la  somme  des  angles  est  égale 
à  deux  angles  droits;  car  si  les  trois  angles  de 
ADC  ,  par  exemple,  valaient  moins  que  deux 
angles  droits,  ajoutés  aux  trois  angles  du  se- 
cond ,  les  six  angles  vaudraient  moins  que 
quatre  angles  droits  ;  or  parmi  ces  six  ,  il  y  en 
a  deux  en  D  qui  sont  droits  ,  par  conséquent , 
les  quatre  angles  restans  valent  donc  moins 
que  deux  angles  droits  ,  ce  qui  est  contraire 
à  la  supposition  ,  puisque  ces  quatre  restans 
forment  précisément  les  trois  du  triangle  ABC  : 
donc  la  somme  des  angles,  dans  le  triangle 
rectangle  ADC,  est  égale  à  deux  angles  droits. 

Si  AD  =  DC  ,  le  triangle  ADC  est  isocèle ,  et 
l'on  aura  ACD  =  DAC=45°;  si  AD<DC  , 
portez  AD  sur  DC  de  D  en  E  ,  et  menez  AE; 
on  démontrera  ,  comme  ci-dessus  ,  que  la 
somme  des  trois  angles  du  triangle  rectangle 
isocèle  est  égale  à  deux  droits ,  et  que  Ton  a 
AED  =  DAE  =  45°  ;  prolongeons  la  ligne  AD 
d'une  longueur  DF  égale  à  elle-même;  le 
triangle  AEF  sera  rectangle  isocèle,  et  aura  la 
somme  de  ses  angles  égale  à  deux  droits  ;  pro- 
longeons encore  Vhypothénuse  AE  d'une  lon- 
gueur EG  égale  à  elle-même,  on  aura  un  trian- 


Digitized  by 


4^4  NOTES. 

gle  AFG,  rectangle  isocèle,  avec  des  angles 
aigus  de  45°  ;  or ,  AF  =  2  AD  ;  à  l'aide  de  ce 
triangle  AFG ,  on  pourra  en  construire  un 
troisième  ,  triangle  rectangle,  jouissant  de  la 
même  propriété  ,  et  dans  lequel  le  côté  de 
l'angle  droit  sera  double  de  AF  ,  et  quadruple 
de  AD;  et  continuant  de  la  même  manière, 
on  peut  donc  trouver  un  triangle  rectangle 
isocèle ,  dans  lequel  la  somme  des  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits ,  et  où  le  côté  de 
l'angle  droit  est  plus  grand  qu'aucune  longueur 
donnée  :  nous  l'appellerons  triangle  maori* 
mum.  Cela  posé  ,  étant  donné  un  triangle 
rectangle  quelconque  KLM,  on  pourra  le 
placer  sur  le  triangle  maximum  ,  de  manière 
que  les  sommets  et  les  côtés  des  angles  droits 
coïncident.  Mais  le  triangle  KLM  étant  dans 
l'intérieur  du  triangle  maximum ,  dont  les 
angles ,  pris  ensemble ,  valent  deux  droits  ;  on 
démontrera  comme  ci-dessus  que  la  somme  des 
trois  angles  doit  aussi  être  égale  à  deux  an- 
gles droits  ;  or  ,  un  triangle  quelconque  peut 
se  décomposer  en  deux  triangles  rectangles: 
donc,  en  général,  s'il  existe  un  seul  trian- 
gle où  cette  somme  égale  deux  angles  droits, 
elle  a  cette  même  valeur  dans  tous  les  autres 
triangles. 

En  1808,  j'adressai  cette  proposition ,  avec 
un  mémoire  sur  les  parallèles ,  à  feu  M.  Le- 
gendre;  l'illustre  géomètre  me  fit  l'honneur  de 
me  répondre,  en  date  du  1 er  j  uille  t  même  année  : 

»  J'ai  lu  avec  beaucoup  d'intérêt,  Monsieur, 
»  le  mémoire  que  vous  m'avez  adressé  sur  la 
»  théorie  des  parallèles;  vous  y  dounez  des 
»  détails  curieux  et  qui  supposent  beaucoup 
*  de  recherches  sur  les  diverses  tentatives  qui 
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»  ont  été  faites  pour  parvenir  à  perfectionner 
»  cette  théorie.  Cette  partie  seule  du  mémoire 
»  mériterait  de  voir  le  jour,  indépendamment 

»  de  la  théorie  qui  vous  est  propre   Lors- 

»  que  vous  prouvez  qu'il  suffit  qu'il  existe  un 
»  seul  triangle  dont  la  somme  des  angles  soit 
»  égale  à  deux  droites  pour  qu'on  soit  assuré 
»  que  la  somme  est  la  même  dans  tout  autre 
»  triangle ,  je  suis  parfaitement  d'accord  avec 
»  vous.  Je  connaissais  cette  proposition  ,  ainsi 
»  que  je  l'ai  marqué  dernièrement  à  M.  Fran- 
»  çais.  Mais  la  difficulté  est  de  trouver  un 
»  triangle  dans  lequel  la  somme  des  trois  angles 
»  soit  égale  à  deux  angles  droits.  » 

On  trouve  en  effet  cette  proposition  dans 
le  mémoire  posthume  publié  en  i833  ,  sous  ce 
titre  :  Réflexions  sur  différentes  manières  de 
démontrer  la  théorie  des  parallèles  ou  le 
théorème  sur  la  somme  des  trois  angles  du 
triangle ,  par  M.  Legendre.  (Mémoires  de  l'A- 
cadémie royale  des  sciences  de  l'institut ,  tome 
XII  ,  page  367.  ) 

Il  est  facile  de  conclure  de  ce  qui  précède  que 
lorsqu'un  triangle  enveloppe  un  autre ,  la 
somme  des  angles  du  triangle  est  plus  grande 
que  la  somme  des  angles  du  triangle  extérieur; 
car  si  les  deux  sommes  étaient  égales,  il  faudrait 
qu'elle  fût  égale  à  deux  droites  et  alors  la  pro- 
position générale  serait  démontrée.  Cela  posé, 
soit  AB  C  un  triangle  rectangle  en  B;  d'un  point 
I  situé  entre  A  et  C  sur  l'hypothénuse,  soit 
abaissée  la  perpendiculaire  IP  sur  AB  ;  le  pied 
P  de  la  perpendiculaire  tombera  nécessaire- 
ment entre  A  et  B;  la  somme  des  trois  angles 
du  triangle  AIP  est  plus  grande  que  celle  des 
trois  angles  du  triangle  ACB  ;  donc  l'angle  AIP 

.  36* 
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est  plus  grand  que  l'angle  ÀCB;  à  mesure  que 
le  point  I  approche  de  A  Tàngle  AIP  augmente 
et  en  allant  vers  C  il  augmente  continuellement 
et  jamais  même  valeur  ne  peut  correspondre 
à  deux  positions  différentes  des  points  I  ;  par 
conséquent  chaque  triangle  AIP  est  entière- 
ment déterminé,  lorsqu'on  donne  l'angle  AIP; 
or,  prenant  pour  unité  l'angle  droit,  chaque 
angle  peut  être  représenté  par  un  nombre  ab- 
strait; il  s'ensuivrait  que  n'ayant  pour  données 
que  trois  nombres  abstraits,  on  en  conclurait 
les  longueurs  absolues  des  trois  côtés  d'un 
triangle;  ce  qui  est  absurde-  Donc  la  somme 
des  angles  du  triangle  API  ne  peut  pas  tou- 
jours surpasser  celle  du  triangle  ABC  ;  ces 
deux  sommes  doivent  donc  parvenir  au  moins 
une  fois  à  l'égalité;  donc  elles  sont  toujours 
égales. 

Tel  est  le  raisonnement  très-ingénieux,  tr  s- 
sàtisfaisant  qu'on  trouve  dans  l'écrit  de  M. Le- 
gendre  cité  ci-dessus  :  toutefois,  il  donne  la  pré- 
férence à  la  théorie  des  parallèles,  exposée  par 
M.Bertrand  de  Genè\e, abris  les  développemens 
de  la  partie  élémentaire  des  mathématiques. 
Elle  consiste  à  regarder  Taire  comprise  entre 
deux  droites  parallèles  comme  une  quantité 
infinie  du  premier  ordre  qui  doit  être  regardée 
comme  nulle  par  rapport  à  Taire  comprise  entre 
deux  côtés  d'un  angle  qui  est  un  infini  du  second 
ordre;  de  même  ordre  que  Taire  d'un  plan 
indéfiniment  prolongé.  En  accordant  même 
libre  entrée  à  cette  hiérarchie  infinitésimale 
dans  le  premier  livre  de  la  géométrie  élémen- 
taire, il  me  paraît  que  cette  démonstration 
est  sujette  à  bien  des  objections.  En  effet ,  le 
mot  aire,  pour  avoir  un  sens  intelligible,  doit 
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exprimer  le  nombre  de  fois  qu'une  figure 


donne  ;  on  dit  que  Taire  d'une  figure  ouverte 
est  infinie,  lorsqu'on  peut  y  former  des  segmens 
fermés  dont  Taire  peut  surpasser  toute  aire 
donnée.  C'est  ainsi  que  Taire  de  la  parabole  est 
dite  infinie;  car,  en  menant  des  cordes,  on 
démontre  que  Taire  des  segmens  peut  dépasser 
toute  limite. 

Ces  définitions  admises,  comment  sait- on 
que  les  aires  comprises  entre  deux  droites  pa- 
rallèles ,  entre  deux  droites  convergentes ,  sont 
infinies?  Est -il  possible  de  démontrer  qu'on 
peut  former  avec  les  deux  parallèles  un  es- 
pace plus  grand  qu'aucun  autre  donné?  est-ce 
à  raison  de  ce  que  ces  espaces  s'étendent  à  Tin- 
défini?  mais  certains  espaces  asymptotiques  se 
prolongent  aussi  à  l'indéfini  et  Taire  est  pour- 
tant finie.  Si  on  ne  veut  pas  admettre  lâ 
possibilité  de  Tasymptotisme  pour  deux  droites, 
alors  la  théorie  des  parallèles  s'établit  de  suite 
sans  cet  échafaudage;  maisil  parait  bien  difficile 
de  fonder  cette  théorie  sur  des  rapports 
entre  des  aires,  quand  on  veut  attacher  un 
sens  précis  aux  mots  qu'on  prononce;  M.  Le- 
cendre  avait  fait  un  semblable  essai.  Yoici  ce 
qu'il  m'en  dit  dans  la  lettre  citée  ci-dessus. 

a  II  faut  supposer  qu'étant  donné  un  triangle, 
»  il  existe  un  autre  trianule  dont  Taire  est 
»  tant  de  fois  qu'on  voudra  plus  grande  que 
»  Taire  du  triangle  donné.  Cette  supposition  , 
»  si  elle  trouve  des  contradicteurs,  n'est  peut- 
»  être  pas  plus  facile  à  démontrer  que  la  pro- 
»  position  principale  pour  laquelle  on  a  fait 
»  tant  de  circuits.  »  « 
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■ 

Note  2,  Page  48. 

Si  R*=D*-|-',a;  la  corde  d'intersection  passe  par  le  centre 

du  petit  cercle. 

R2<D2+r2  id.  au-delà  des  deux  centres. 

Ra^D3+ra  id*  entre  les  deux  centres. 

Note  3,  Page  81. 

Nous  avons  conservé  la  distinction  entre  les 
solutions  dites  géométriques  et  les  solution) 
dites  mécaniques;  non  qu'elle  soit  bonne, 
mais  parce  qu  elle  est  admise.  Le  compas  et  la 
règle  étant  des  instrumens,  les  opérations 
qu'on  exécute  par  leurs  moyen  ne  sont  pa* 
plus  géométriques  ni  moins  mécaniques  qui 
celles  qu'on  exécute  avec  d'autres  instrumens 
Voici,  à  ce  sujet,  les  paroles  de  Newton, 
qu'on  lit  dans  la  préface  de  la  première  édi- 
tion (1687)  des  principes  : 

«  Nam  et  linearum  rectarum  et  circulorum 
descriptiones ,  in  quibus  geometria  fundatur, 
ad  mechanicam  pertinent.  Has  lineas  descri- 
bere  geometria  non  docet ,  sed  postulat.  Pofr 
tulat  enim  ut  tyro  easdem  accurate  describere 
prius  didicerit,  quam  limen  attingat  geome- 
triae  ;  dein  quomodo  per  has  operationes  pro- 
blemata  solvantur,  docet;  rectas  et  circule* 
describere  problemata  sunt,  sed  non  geome- 
trica  ;  ex  mechanica  postulatur  horum  solutio, 
in  geometria  docetur  solutorum  usus.  Ac  glo- 
riatur  geometria  quod  tam  paucis  principiis 
aliundè  petitis  tam  multa  prœstat.  » 

Sur  cette  fin ,  Kant  remarque  que ,  par  con- 
tre, la  métaphysique  doit  être  honteuse  de  ce 
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qu'elle  tire  si  peu  de  parti  de  tant  de  principes 


T 

M 

pures  (  raetaphisische  autangsgrûnde  der  na- 
turwissenschaft.  Vorrede);  cette  plainte  du 
philosophe  de  Kœnisberg  a  sa  source  dans  la 
nature  du  sujet,  et  aussi  peut-être  dans  ce  qu'il 
est  rare  de  rencontrer  des  métaphysiciens  qui 
étudient  les  mathématiques  et  des  géomètres 
qui  fassent  cas  de  la  métaphysique.  Cette 
ignorance  et  ce  dédain  sont  fort  peu  philoso- 
phiques. 

Note  4>  Page  96. 

C'est  la  seconde  proposition  du  sixième  livre 
d'EucIide,  il  la  démontre  à  l'aide  des  triangles 
équivalens;  mais  il  n'est  pas  nécessaire  d'y 
avoir  recours  ;  en  elFet,  soit  ABC  un  triangle, 
I  le  milieu  de  AB;  K  le  point  où  la  parallèle 
à  fiC.  menée  pari  rencontre  AC;  L  le  point 
où  la  parallèle  à  AB  menée  par  K  rencontre 
fiC.  Il  est  évident  que  le  triangle  KLC  est 
é^al  au  triangle  AÏK;  doncAK  =  KC;  le  point 
K  est  donc  le  milieu  de  AC;  de  là  on  conclut 
facilement  s  i°  que  si  le  côté  AB  est  partagé 
en  un  nombre  quelconque  de  parties  égales , 
les  parallèles  à  BC  passant  par  les  points  de 
division,  partagent  le  côté  AC  en  un  même 
nombre  de  parties  égales  ;  20  si  une  parallèle 
à  BC  partage  le  côté  AB  en  deux  segmens  qui 
soient  entre  eux  dans  un  rapport  rationnel 
donné,  le  côté  AC  sera  partage  par  cette  pa- 
rallèle en  deux  segmens  qui  seront  dans  le 
même  rapport;  3°  de  même  lorsque  le  rapport 
est  irrationnel. 

Cette  forme  de  démonstration ,  adoptée 
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entre  autres  par  Bezout,  exige  que  Von  dis- 
cute le  cas  des  nombres  irrationnels. 

i 

NoTB  5,  PAGE  I04 

On  lit  dans  la  Tbéodicée  de  Leibnitz  *  au  pa 
ragraphe  ai4  de  la  deuxième  partie  s 

*  Il  y  a  une  espèce  de  géométrie  que  M.  Ju& 

Ëius  de  Hambourg  y  un  des  plus  excellent 
ommes  de  son  tempsi*  appelait  empirique 
Elle  seserfc  d'expériences  démonstratives,  e 
prouve  plusieurs  propositions  d'Euclide  ,  ma» 
particulièrement  celles  qui  regardent  l'égaliti 
de  deux  figures  ,  en  coupant  Tune  en  pièces,  et 
en  rejoignant  ces  pièces  pour  en  faire  l'autre 
De  cette  manière  en  coupant,  comme  il  faut, 
en  parties  les  quarrés  des  deux  côtés  du  trian^fc 
rectangle  et  en  arrangeant  ces  parties  comme 
il  faut ,  on  en  fait  le  quarré  de  1  bypothénuse, 
c'est  démontrer  empiriquement  la  47e  proposé 
tion  du  îep  livre  d'Euclide.  » 

Nous  croyons  que  cette  géométrie  empirique 
est  la  plus  convenable  à  renseignement  pri- 
maire. 

Note  6  ,  Page  m. 

Sur  les  proportions  et  progressions  harmo- 
niques. 

i°  Supposons  qu'un  nombre  qu  elconque  de 
points  se  succèdent  en  ligne  droite  ,  et ,  pour 
fixer  les  idées ,  ne  prenons  d'abord  que  quatre 
points  A,  B,  C,  E  ;  les  distances  des  trois  der- 
niers au  premier  sont  BA,  CA,  EA,  et  les 

distances  inverses  sont  j^  ,  h 
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moyenne  arithmétique  de  ces  distances  in- 
verses sera  donc       1       1  1 

BÂ+CA+ËÂ 

3 

Prenons  sur  cette  droite  un  point  D ,  tel  que 
sa  distance  inverse  au  point  A  soit  égale  à  cette 
moyenne  arithmétique  ;  de  SQr^e  qi|e  Fon  aur* 

11       1  3 


BA   CA   EA  J)A 

D'un  point  quelconque  0  situé  hors  de  la 
droite  AE  ,  menons  les  cinq  droites  OA,  QB , 
OC  ,  OD ,  OE  %  et  faisons 

BA^6 , 
CA  =  c, 

EAse, 

OA=r, 
OB—  r' , 

OC=  r", 
OD=  r»', 
OE^r", 

(  r ,  **  )  désigne  l'angle  des  droites  r  et  , 
(r  »  r1*)  désigne  l'angle  de*  droites  r  et  r11 , 
et  ^insi  de  suite. 

As  distance  perpendiculaire  du  point  O  à 
la  droite  AE,  on  aura 

rr* sin«  (r,  r») 

b== — 1 — ' 

 rr11  sin.  (r ,  r") 

A 

rr1» $io.  (r,r««) 

 Â  ' 
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rrIV  sin.  (r,  r") 

e=  1  

l'équation  (i)  devient ,  après  avoir  chasse  les 
dénominateurs ,  dce  +  dbe  +  abc  —  3  bce  j 
équation  qui  prend  cette  forme , 
ce{d—b)  +  be[d—  c)+bc{d~  e)=  0(2). 

On  ad— 6=BD=  


d— .C  =  CD  = 


d — e— — DE  = 


h 

r"r"*  sin.  (r",r"y) 

 A  ' 

r"1^  sin.  (r,If ,  rrv) 


Substituant  ces  valeurs  et  celles  de  b  ,  ce 
dans  Féquation  (2) ,  les  6  lignes  r ,  r1 ,  r"1 ,  r", 
A  disparaissent  par  la  division,  et  il  reste 
cette  relation  entre  les  sinus  des  angles 
sin;  (r ,  r»  )  sin.  (  r ,      )  sin.  r1,  r"i  )  + 

+sin.  (r,  r'Jsin.  (r,  r,v)sin.  (r»,r"'  )  — 
—  sin.  (r ,  r1  )  sin.  (r,  r"  )  sin.  (rIU ,  rIV  )  =  o(3). 

De  l'équation  (2)  on  a  déduit  la  relation(3); 
et  réciproquement,  lorsque  ia  relation  (3} 
existe  entre  les  sinus ,  on  peut ,  rétablissant 
les  facteurs  supprimés ,  remonter  à  la  relation 
(2)  ;  par  conséquent ,  si  Ton  mène  une  droite 
quelconque ,  rencontrant  le  faisceau  des  cinq 
rayons,  r,  etc. ,  respectivement  en  A',  B', 
C,  D',  E',  on  aura  encore  la  relation 

1        1        1   _  3 

B'A'^C'A'^E'A'    D'A'  ' 
çourvu  gue  cette  relation  subsiste  pour  une 


Si ,  au  lieu  de  prendre  quatre  points ,  on 
en  prend  un  nombre  quelconque ,  on  en  vien- 
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«Ira  aux  mêmes  conclusions  ;  car  la  relation  (2) 
est  un  résultat  de  combinaisons  trois  à  trois 
pour  4  points  ,et  en  général  de  n —  1  à  n —  1 
pour  n  points ,  et  toujours  les  facteurs  r,  r',  r" 
disparaîtront  de  l'équation. 

20  Si  on  désigne  le  point  D  sous  le  nom 
de  point  de  moyenne  distance  inverse ,  on 
çeut  renfermer  le  résultat  précédent  en  cet 
énoncé. 

La  projection  conique  du  point  de  moyenne 
distance  inverse  est  le  point  de  moyenne  dis- 
tance inverse  des  points  projetés. 

3°  Lorsque  le  point  A  est  situé  à  l'infini , 
les  distances  b,  c,  d,e  deviennent  égales  et 
infinies,  mais  les  différences  <i — b,  d — cf  d — e 
restent  finies;  l'équation  (2)  se  change  en  celle- 
ci,  BD+CD — DE  =  o;  de  là  on  conclut  que 
dans  ce  cas  le  centre  de  moyenne  distance  in- 
verse est  le  même  que  celui  de  moyenne  dis- 
tance directe ,  ou  le  centre  de  gravité  ;  l'un 
est  donc  toujours  la  projection  de  l'autre ,  et 
peut  servir  à  le  construire. 

4°  Soit  une  droite  AE  divisée  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales ,  par  exemple  ,  en 
quatre  parties  égales  AB  ,  BC,  CD,  DE  ;  me- 
nons le  faisceau  OA  ,  OB  ,  OC  ,  OD ,  OE ,  on 
aura 

le  point  B  pour  moyenne  distance  inverse 

des  deux  points  A  et  C , 

C  pour  moyenne  distance  inverse 

des  deux  points  B  et  D , 

D  pour  moyenne  distance  inverse 

des  deux  points  CetE, 
par  rapport  à  un  point  situé  à  l'infini  (3°). 

Si  on  coupe  le  faisceau  par  une  droite  qui 
rencontre  ce$  rayons  aux  points  A',  B',  C,  D', 

37 

Digitized  by  Google 


434  NOTES. 

E',  et  si  nous  désignons  par  K'  le  point  où  cette 
droite  est  rencontrée  par  une  parallèle  àAE; 
menée  par  0 ,  on  aura  (3°) 
B1  pour  moyenne  distance  inverse  des 

deux  points  A'  et  C, 

C  pour  moyenne  distance  inverse  des 

deux  pointa  B'  et  Dr, 

D'  pour  moyenne  distance  inverse  des 

deux  points  C  et  E*, 

par  rapport  au  point  K';  donc 

a         i  i 


B'K' _  A'K?H"  C'K 

2  11 


7  9 


C'K7=B'K'%K 
s  i_  i 


/  9 


D  R'    C'K'  r  E'K' ' 
de  la  première  équation  ,  on  tire  facilement 
celle-ci  : 

A'B'.K'C'=A'K'. 
Ainsi ,  les  points  ,  A' ,  B' ,  C  sont  dispo- 
sés harmoniquement;  il  en  est  de  même  des 
points  K' ,  B' ,  C  ,  D  ,  et  des  points  K' ,  C  ,  D' , 
E'  ;  les  segmens  KA  ,  AB ,  BC ,  CD  ,etc. ,  for- 
ment une  échelle  harmonique  ;  et  le  point  C 
étant  celui  de  moyenne  distance  inverse  des 
points  A  ,  B ,  D  ,  E  ,  relativement  à  un  point 
situé  à  l'infini  ?  on  a  de  même  le  point  C  et 
celui  de  moyenne  distance  inverse  des  points 
A',  B',  Df  rH'  relativement  à  K. 

5*  Le  point  de  moyenne  distance  directe 
jouit  de  certaines  propriétés  relativement  à 
un  système  de  forces  attractives  parallèles  , 
qui  lui  ont  fait  donner  le  pom  de  centre  de 
gravité  (  voir  le  Manuel  de  Mécanique  )  ;  de 
même ,  le  centre  de  moyenne  distance  in  ver- 
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se  jouit  des  propriétés  analogues  ,  convenable- 
ment modifiées,,  relativement  à  un  système  de 
forces  attractives  convergentes  vers  un  point  ; 
propriétés  qu'on  peut  étendre  à  des  systèmes 
de  forces  dont  les  directions  ne  sont  pas  dans 
un  même  plan.  Voyez  le  rappôrt  de  M.  Càu- 
chy  sur  le  mémoire  de  M.  Poncelet ,  concer- 
nant le  centre  des  moyennes  harmoniques, 
dans  les  annales  de  Gergonne. 

Note  7,  Page  17.1. 

Avec  les  côtés  donnés  AB,  BC,  CD,  DA, 
on  peut  toujours  construire  un  quadrilatère 
inscriptible  ;  en  effet ,  soient  prolongés  les  côtés 
AD,  BC  jusqu'à  leur  rencontre  en  0;  dési- 
gnons les  lignes  AO ,  BO  et  les  quatre  côtés 
parles  lettres  x,y,a,  b,c  ,d.  On  a  évidem* 
ment  cjc  =  a{y  +  b)\  et  cy  =  a(x+d);  les 
lignes  oc  et  y  sont  donc  connues,  par  consé- 
quent le  quadrilatère  inscriptible  est  donué; 
on  Wouve 

a(ad+bc)  a(ab+cd) 

OC ..      m  iil   *  - 

{c+a)(c  —  a)1  J      {c+a){c  —  a) 

soient/*, y 7  les  diagonales  respectivement  op- 
posées aux  angles  {a,b)et{c9d)-9  ip  le  péri- 
mètre, A  Taire  du  quadrilatère  inscrit,  on  a 
a2  +  b2  —  iab  cos.  (a,b)  =  cÀ  +  d*  +  icd  cos. 
(a,b)~f*.  d'où 

,     Iv      a3+6>  — ca  —  d2 

«»■(«,»-  wb+7Cd 

A=  L{ab+cd)  sin.  (a,b)  — 


^a){P—b){P—c){p  —  d) 
{ac+bd){ad+bc) 

ab  +  cd 
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2  _{ac+bd)(ab+cd) 

ad+bc  ' 
/ 

les  expressions^  et^  donnent  les  propriétés 

connues  (  page  1 20  ) 

sin.  (f,f)=  ^ 

f+f'=  (a+c){b+d) 

f~f  (a—c)(b—dj 
a  bf—df 

"c~bf—df 
._{ff-bd){bf-df) 

bf'~df 

segment  de  la  diagonale  /',  compris  dans  l'angle 

Aire  du  triangle  formé  par  les  côtés  a,  à,f= 
Aab 

ab+cd> 

Soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce 
triangle  et  aussi  au  quadrilatère  ;  on  aura 

R_f(ab+cd)_f  (ac  +  bd) 
4A      ~*  4A 

donc  jj^&W+^Hn+W^ 

16  A* 

(ad+bc)  (ab+cd)  (ac  +  bd)  

—  i6A>  ~ 

Changeons  i°  c  en  b  et  vice  versa  ;  i°  c  en  à 
et  vice  versa;  on  a  deux  nouveaux  quadrila- 
tères acbd ,  abdc  inscrits  dans  le  même  cercle 
de  rayon  R;  le  deuxième  quadrilatère  a  pour 
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diagonales f  et f"  ;f"  est  la  diagonale  opposée 
à  l'angle  [b,d)\  le  troisième  quadrilatère  a 
pour  diagonale  f  et  f'\  et  Ton  a 

f,,*_ifll>+cd)  jad+bc) 

ac  +  bd 

d  ou  R  =  •  / 

(Voir.  Grèbe,  dequadrilatero  circulari  obser- 
vationesquaedan^pageô,  Marburgi,  1 83 1,  in-4°.) 

L'aire  du  trapèze  en  fonction  des  côtés  se 
conclut  facilement  de  celle  du  quadrilatère 
inscrit;  en  effet,  portant  OB  de  O  en  I  sur 
OD  etOA  de  O  en  F  sur  OC,  on  obtient  un 
trapèze  IDCI'  équivalent  au  quadrilatère  ins- 
crit. Soient  a,b,c,d,  lescôtés  consécutifs  d'un 
trapèze,  b  la  petite  base  et  d  la  grande  base  ; 

s  le  £  périmètre ,  K  =  — — r  , 

da 

Taire,  on  aura 


A=  V{s  —  a+k){s—  b)(s—  c—  k){s— d)  = 
=  T^TbVts-a-b)  {s-b)  (s-c-b)(s-d) 

Note  8,  Page  i63. 

On  dit  que  deux  systèmes  d'objets  sont  sem- 
blables lorsque,  en  allant  dans  chaque  système 
d'un  de  ces  objets  à  l'autre,  dans  le  même  ordre, 
on  les  trouve  placés  de  la  même  manière  les  uns 
par  rapport  aux  autres,  et  que  leurs  grandeurs 
sont  proportionnelles. Egalité  de  position  et  pro- 
portionnalité de  grandeur,  sont  les  conditions 
dCjla  similitude.  C'est  la  définition  ordinairement 
adoptée  par  les  géomètres.  Elle  est  la  première 
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du  sixième  livre  d'Euclide.  Legendre  a  fait 
ressortir  les  inconvéniens  de  cette  définition , 
surtout  quand  il  s'agit  des  polyèdres  ;  elle  est 
même  difficilement  applicable  aux  lignes  et  aux 
surfaces  courbes  ;  alors  on  a  forcément  recours 
au  centre  de  similitude  ;  on  pourrait  suivre  la 
même  marche  pdiir  les  droites  et  les  plans; 
c'est  le  parti  qu'a  adopté  M.  Vincent  dans  la 
troisième  édition  de  Ses  élémens  de  géométrie. 

Note  9,  Page  172. 

Cercle  tangent  à  trois  autres. 

Viète  est  le  premier  qui  se  soit  servi  des 
propriétés  du  centre  de  similitude  pour  ré- 
soudre les  problèmes  sur  les  contacts  des  cer- 
cles; mais  la  solution  la  plus  directe  et  la 
plus  générale  à  été  donnée  par  Newton  :  elle 
consiste  à  obtenir  le  centre  du  cercle  cherché, 
au  moyen  de  l'intersection  de  deux  hyperboles 
confocales ,  c'est-à-dire  qui  ont  un  foyer  en 
commun  ;  et  cette  intersection  est  ramenée  â 
celle  de  deux  droites,  nommées  directrices^  ce 
qui  dispense  de  construire  les  courbes.  Nous 
avons  donné  d'abord  la  méthode  du  géomètre 
anglais,  et  ensuite  celle  de  Viète,  qui  a  été 
très  simplifiée  par  l'introduction, des  axes  radi- 
caux. Ces  nouveaux  procédés  ,  dus  à  M.Gau- 
tier, ont  gagné  en  clarté  par  l'exposition  qu'en 
a  donnée  un  anonyme  dans  le  receuil  de 
M.  Gergonne.  Il  considère  Taxe  radical  comme 
un  ligne  à  la  fois  homologue  aux  deux  polaires 
de  deux  cercles,  par  rapport  à  un  troisième  qui 
les  touche;  nous  avons  suivi  la  même  marche,  et 
nous  l'avons  conservée  même  pour  les  cas  parti- 
culiers où  les  cercles  se  réduisent  à  des  points  ou 
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deviennent  des  droites.  Lorsqu'il  existe  des 
tangentes  communes,  la  ligne  disomologue  di- 
vise évidemment  ces  tangentes  en  parties  éga- 
les ,  puisqu'elle  jouit  de  la  propriété  énoncée 
(  168).  Ainsi,  on  a  mené  la  disomologue  XN 
parles  milieux  des  tangentes  communes,  LL, 
KK,  et  YN  par  les  milieux  des  tangentes  com- 
munes Ss'",  RV".  {Fig.  ^3.  )J)ans  la  fig.  74  , 
le  cercle  G"  se  change  en  droite,  et  la  disomolo- 
gue de  G"  et  de  C  se  confond  avec  là  droite  ;  cafr 
{fig.  72),  lorsque  CI  devient  infini,  le 
cercle  C  se  confond  avec  sa  tangente  2IX,  et 
le  point  X,  intersection  des  deux  tangentes 
ZX ,  YX  ,  restera  toujours  sur  la  première 
de  ces  droites. 

Le  procédé  de  Newton  est  applicable  aux 
surfaces  de  révolution  du  second  degré  et  caîi- 
locales  et  sert  à  construire  le  centre  de  la  sphère 
tangente  à  quatre  sphères  doilnéès;  les  direc- 
trices sont  remplacées  par  des  plans  directeurs; 
problème  résolu  pour  la  première  fois  par 
Fermât. 

Nous  allons  donner  quelques  formules  rela- 
tives aux  contacts  des  cercles  : 

Notation. 

R',  R",  R'"  =  rayons  de  trois  cercles  donnés , 
R=  rayon  d'un  cercle  tangent  aux  trois  ; 

y 7  x">yf}  x"*>y">  coordonnées  des  trois 
centres  donnés , 

u'",  p'",  coordonnées  du  centre  de  similitude 
extérieur  des  cercles  R'  et  R" , 

u'V  id.  R'etR'", 

U*,i/  id.       -  R"etR"', 
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X,  "Y,  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
trois  disomologues  (axes  radicaux). 
X'+Y^Z*  * 

L'origine  est  fixée  au  centre  du  cercle  qui 
passe  par  les  trois  centres  donnés;  les  axes 
sont  rectangulaires. 

Soient 
R"  —  R'"  =  d! 

R"'__R'=:^r 

R'j  R'7» —:$"'» 

R"a  R"'a  =  §"» 

r"'»—r»s=  a"a 

m  =/if+y'<r +/"<*" 

n,=yv*+y'#'a+y"ï"* 

S  =  le  double  de  l'aire  du  triangle  ayant  pour 
sommets  les  trois  centres  donnes , 

on  aura 

d'+</"+<T'=o 

a»»  +^+5",a=o 

R'<*'+R"<£"+R'V'  =  o 
MN'  — M'N  =  d'"dd'S 

a^+y>=x">+y>  =x"»+y 

R'*"— R'V 


un 


«"'  = 


d" 

,„  Ry-RV 

"  =  ^  

„  Ry-Ry" 
"  = — d' — 
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R'V" — R"'  x' 
d 

R'y"  R"'y 

d 

du' + d'u" + d"u!"  = — M 
dv'  -H  d'v" + d"vm = — M' 
M(^— ^)  =  M'(x— u');  [A]  équation  delà 
droite  qui  contient  les  trois  centres  de  simili- 
tude extérieurs. 

En  changeant  successivement  le  signe  de  R', 
R",  R'",  on  obtient  les  équations  des  droites 
relatives  aux  centres  de  similitude  intérieurs. 

2°  Lignes  disomologues  (axes  radicaux). 

2  x  (  x' — x"  )  +  iy  {y>  —y"  '  ) + S""  =  o 
relative  aux  cercles  R',  R", 

2x(x— x'"  )+w{y  —y  ) + s" a = o 

relative  aux  cercles  R',R"', 

ax  (  x"—x"'  )  +ar  (/'—  y"  )  +  ^3  =  o 
relative  aux  cercles  R",  R'", 

x=ÎL' 
t=-ÎL 

25 

3°.  Cercle  de  contact. 

Le  centre  du  cercle  tangent  qui  enveloppe 
les  trois  cercles  donnés  est  sur  la  droite ,  qui 
a  pour  équation  ?Wy+?Mjc  =  d,dld"  -,  [B]. 

i°  Si  le  cercle  tangent  laisse  les  trois  cer- 
cles en  dehors ,  il  suffit  de  prendre  négative- 
ment R',  R",  R'"  ;  alors  d,  d",  d\  M,  MVchan- 

§ent  de  signe  et  l'équation  [A]  reste  la  même  : 
lonc  cette  droite  passe  par  les  centres  de 
deux  cercles  de  contacts. 
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2°  Les  valeurs  de  X  et  de  Y  satisfont  à  Fé- 
quation  [B]  ;  donc  cette  droite  passe  par  le 

Ï)oint  de  rencontre  des  trois  lignes  disomo- 
ogues. 

3°  Les  deux  droites  données  par  les  équa- 
tions [A]  et  [B]  sont  perpendiculaires.  Quatre 
droites  correspondent  à  l'équation  [A]  ;  il  y  en 
a  autant  pour  (B);  or  chacune  de  ces  dernières 
contient  deux  centres  j  il  y  a  donc  en  générai 
huit  solutions. 

4°  Rayon  du  cercle  de  contact. 

Ce  rayon  est  donné  par  l'équation 
PR*  +  QR+T  =  o 
P=Ma+M'a—  Sa, 

Q==aS[Mf/— Y)  —  M'f*'— X)  +  R'S], 
T  =  S2[Za+r'-R'*  —  Z  (ar'Y+yX)], 

5°  Coordonnées  du  centre  du  cercle  de  tan- 
gent et  le  point  dè  contact. 

Sx=MR+SX, 
Sr  =  _M,R+SY, 

X,  y\  cordonnées  du  centre  du  cercle  tangent. 

Soient  (7  le  centre  du  cercle  R',  C  le  centre 
du  cercle  R  cherché,  I  le  point  de  contact, 
de  sorte  que  GIC'  est  une  droite,  O  point 
d'intersection  des  trois  disomologues  ;  L  point 
d'intersection  de  la  droite  Ol  avec  la  parallèle 
à  là  droite  CO,  menée  par  C'{  oïl  a  évidetn- 

C'I  CI 

mentCL  =  CÔ- 


mais 


CI___  V  ia:— Xr  +  (x-y)*  _ 
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=  V 

et  CI  =  R',  donc  CL  est  connu;  l'intersection 
OL  avec  le  cercle  G  donne  les  deux  points  de 
contact.  Cette  analyse  et  les  méthodes  géomé^ 
triques  générales  sont  en  défaut  lorsque  les 
centres  des  cercles  donnés  sont  en  ligne  droite  j 
ce  cas  particulier  est  facile  à  traiter  directe- 
ment; par  un  changement  de  coordonnées,  on 
pou rrait  aussi  déduire  ces  solutions  des  formules 
générales. 

Le  même  genre  d'analyse  peut  s'étendre  à 
quatre  sphères;  voir  journal  de  l'école  Poly- 
technique j 

•    Note  io,  Page  195. 
Exercices  de  trigonométrie  planç. 

PREMIER  BX**PLB. 

AC  =  8oo, 
BC  =  320, 
ABC=i28°4;}on  a 
BAC  =  i8°2i' 

DEUXIEME  EXEMPLE. 

AC  =  8oo, 
AB  =  56*, 
BC  =  3ao  on  a 
ABC  =  128*4'. 

Trigonométrie  sphérique.  — <  Analogies  de 

Nêper. 

tang.  f  (  A+B)  =  cot.  {  C.  cos.  ±(a  —  b) 

cos.  ~{a+b) 

tang.  \  (  A—  B  )  ^  cot.  £C,  sm.±{a—b) 

sin.  -j  {a+b) 
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Note  ii,  Pagê  101. 

i°  Faisant  R  =  i  ;  on  a 
*B  —  2A  =  Q  —  Pcos.^C, 

or  la  différence  2B  —  2A  peut  devenir  plus  pe- 
tite qu'aucune  quantité  donnée;  donc  aussi 
et  à  fortiori  Q — P. 

20  Lorsque  C  surpasse  98°4'  on  a  £  (A  +B] 
>  A";  et  7r  est  plus  près  de  A  que  de  B;  maii 
lorsque  C  est  moindre  que  980  4'  alors  {  [  A.+  B 
<  A"  et  7r  est  plus  près  de  B  que  de  A;  lorsque 
€=98° 4';  on  a  à  très-peu  près  |  (  A+B  )  =  A" 

3°  L'arc  de  56°  34'  5o"  divise  à  très-peu  prè: 
en  deux  parties  équivalentes  l'aire  du  trapèze 
formé  par  le  sinus,  le  sinus- verse,  la  tangent* 
et  le  prolongement  de  la  sécante. 

4°  On  a  A+B  Q  +  f  P  cos.  -  C  ;  or  le  pre 
mier  membre  va  toujours  en  croissant  et  1 
fortiori  7Q+7P;  7r  est  généralement  plus  prè 
de  B  que  de  A  ;  il  est  donc  aussi  plus  près  de 
Q  que  de  P. 

Méthode  des  aires  équivalentes  pour  trouver  * 

Soit  A = aire  d'un  polygone  régulier  de  n  côtés 
R  =  rayon  du  cercle  circonscrit, 
/•  =  id.  inscrit, 

B  =  aire  d'un  polygone  régulier  de  un  côté 

équivalent  à  A. 
R  =5  rayon  du  cercle  circonscrit , 
r1  =  id.  inscrit , 

on  aura  ;  /•=  R  cos.  f  C  , 
A  =  \n  Rasin.  C, 
B=/iR'a sin.  iC, 
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B  =  A;d'où 
Rr  =  R'% 

R_r'=  r(R  r)  


^     2  l/Rr+  l/2r(R+r) 


;  d'où 


R  — r 

Cette  méthode  d'approximation  est  plus 
prompte  que  celle  des  polygones  inscrits  et 
circonscrits  de  Jacques  Grégory. 

Méthode  des  périmètres  èquivalens  (  Schwab). 

P  —  périmètre  d'un  polygone  régulier  de  n  cô- 
tés; R,r  comme  ci-dessus, 
B  =  périmètre  d'un  polygone  régulier  de  2  n 

côtés;  R',  r  ;  comme  ci-dessus. 
B  =  P; 

2»  Rsin.iC=4«R'sin.iC 
Rcos.iC=R'; 

cos.  i  C  =  ^  cos^C^-,;  cos.^-C  =  —  =  — 

R'2  =  R/ 


2 

R'__r'  (R+r) 


m. 


R— r     2(R-fr+P/2R(R  +  r) 

R'— r' 

<î 


;  delà 


R— r^4 

Toutes  ces  méthodes  exigent  une  suite  de 
moyennes  proportionnelles  arithmétiques  et 
géométriques. 

M.  Schwab,  mort  à  Nancy,  en  18 13,  est 
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auteur  de  la  méthode  des  périmètres  équiva-  I 
lens.  On  la  trouve  dans  l'ouvrage  suivant  :  j 
Elèmens  de  géométrie,  ou  la  théorie  de  la  j 
ligne  droite  et  des  parallèles  est  démontrée 
rigoureusement ,  avec  un  nouveau  moyen 
d'approcher  plus promptement  du  rapport  de  j 
la  circonf  érence  au  diamètre;  par  J.  Schwab,  j 
première  partie,  Géométrie  plane  ;  Nancy  i8i3, 
in-8;   la  seconde  partie  est  inédite.  Le  ma- 
nuscrit près  d'être  livré  à  11  m  pression  appar- 
tient à  M.  Schwab  fils,  fabricant  d'instrumens 
de  précision  à  Nancy. 

Note  12 ,  Page  so5. 

Cette  belle  proposition  est  du  célèbre  docteur 
Gauss,  qui  Ta  publiée  en  180 1 ,  dans  un  ou- 
vrage intitulé  :  Disquisitiones  Arithmeticœ  , 
Lipse  y  et  traduit  en  français  par  M.  Poulet 
Delisle. 

On  peut  consulter  aussi  la  seconde  édition 
de  la  théorie  des  nombres  de  Legendre. 

Note  i3,  Page  21 3, 

Je  dois  cette  proposition  à  M.  Ensheim ,  mon 
premier  professeur  de  mathématiques;  ce  vé- 
nérable vieillard,  arrivé  à  un  âge  très-avancé , 
vit  à  Bayonne  retiré  au  sein  de  la  famille  Fur- 
tado.  Je  saisis  avec  empressement  cette  unique 
occasion  d'exprimer  ma  reconnaissance  à  un 
homme  très-distingué  par  la  profondeur  et  la 
variété  de  ses  connaissances  et  surtout  par 
une  grande  élévation  de  pensée  et  de  caractère  : 
une  haute  intelligence  est  sans  doute  un  ob-  l 
jet  d'admiration  5  mais  le  respect  n'est  dû  qu'à 
la  vertu.  M.  Ensheim  a  droit  à  notre  admira- 
tion et  à  nos  respects. 
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Note  i4,  Page  23o. 

Deux  droites  A  et  B,  n'étant  pas  dans  un 
même  plan  ,  soient  C  un  point  pris  sur  la  pre- 
mière, et  D  un  point  pris  sur  la  seconde  droite; 
si  l'angle  DCA.  n'est  pas  droit,  on  pourra  de 
D  abaisser  une  perpendiculaire  sur  la  droite 
À,  perpendiculaire  qui  sera  plus  courte  que 
la  distance  CD  ;  de  même ,  si  l'angle  CDB 
n'est  pas  droit,  la  perpendiculaire  abaissée  de 
C  sur  la  droite  B  sera  plus  courte  que  CD  : 
donc  la  distance  la  plus  courte  doit  être  à  la 
fois  perpendiculaire  sur  les  deux  droites. 

Si,  par  les  point  quelconque  C,  on  mène 
une  parallèle  B'  à  la  droite  B ,  et  par  le  point 
quelconque  D  une  parallèle  A'  à  la  droite  A  , 
Je  plan  passant  par  la  droite  A  et  B'  sera 
parallèle  au  plan  déterminé  par  les  droi- 
tes B  et  A'  ;  la  plus  courte  distance  de  ces 
deux  plans  est  égale  à  celle  des  deux  droites 
AetB;  en  effet,  soit  CD  cette  plus  courte 
distance  5  étant  perpendiculaire  sur  A  et  B  , 
elle  le  sera  aussi  sur  les  parallèles  A'  et  B':  donc 
elle  sera  perpendiculaire  aux  deux  plans 
parallèles;  par  conséquent  elle  mesure  leur 
plus  courte  distance. 

Si ,  par  la  droite  A,  on  abaisse  un  plan  per- 
pendiculaire sur  le  plan  (  B ,  A') ,  ce  plan  per- 
pendiculaire passera  par  la  plus  courte  distance 
CD;  il  contient  donc  le  point  D;  par  consé- 

3uent,  ce  point  se  trouvera  sur  l'intersection 
u  plan  perpendiculaire  avec  la  droite  B  ; 
de  même  le  point  C  est  à  l'intersection  de  la 
droite  A  avec  le  plan  mené  par  B  perpendi- 
culairement sur  le  plan  (  A ,  B'  ). 
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Soient  AB ,  BC ,  CD , DE ,  etc. ,  les  côtés 
consécutifs  d'une  portion  de  polygone  gauche, 
c'est-à-dire  dont  trois  côtés  consécutifs  ne  sont 
pas  dans  un  même  plan  ;  et  soit  de  même 
A'  B'  C  D'  E\  une  portion  d'un  autre  poly- 
gone gauche;  pour  trouver  la  plus  courte  dis- 
tance de  ces  deux  polygones ,  il  faut  d'abord 
combiner  successivement  le  côté  AB  avec 
chacun  des  côtés  AB',  B'C,  CD',  etc.  du  second 
polygone,  et  chercher  leurs  plus  courtes  dis- 
tances, et  rejeter  celles  dont  les  points  tom- 
bent sur  les  prolon^emens  des  côtés ,  et  pren- 
dre la  plus  courte  de  toutes  les  autres  ;  ensuite 
on  combinera  de  même  BG ,  successivement 
avec  tous  les  côtés  du  second  polygone,  et 
on  choisira  la  plus  courte  de  ces  plus  courtes 
distances  partielles;  de  là  on  conclut  que 

f>our  trouver  la  plus  courte  distance  des  deux 
ignés  courbes ,  il  faut  chercher  toutes  les 
distances  qui  sont  à  la  fois  perpendiculaires 
aux  tangentes  qui  passent  aux  intersection  de 
ces  distances  avec  les  courbes,  et  prendre 
ensuite  la  plus  courte  de  ces  distances. 

On  démontre  de  même  que  pour  trouver  le 
plus  court  chemin  d'une  surface  à  une  autre, 
il  faut  chercher  les  distances  qui  sont  à  la  fois 
perpendiculaires  aux  plans  tançons  qui  passent 
par  les  points  d'intersection  <ie  ces  distances 
avec  les  surfaces,  et  prendre  la  plus  courte 
de  ces  distances. 

Le  plus  court  chemin  pour  aller  d'une  ligne 
à  une  surface  est  mesuré  sur  une  droite  nor- 
male à  la  ligne  et  à  la  surface. 

Lorsque  les  lignes  ou  les  surfaces  présentent 
a  la  fois  Tune  à  l'autre  des  parties  concaves  et 
convexes,  les  lignes  normales  mesurent  tantôt 
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les  plus  courtes  distances  de  la  concavité  à  la 
concavité,  de  la  convexité  à  la  convexité,  de  la 
concavité  à  la  convexité,  etc.  Il  est  aisé  de 
vérifier  ces  résultats  sur  les  droites,  les  plans, 
les  cercles  et  les  sphères. 

On  peut  déduire  de  ceci  une  nouvelle 
expression  pour  le  volume  de  la  pyramide 
triangulaire  :  soient  comme  ci-dessus  : 

E  et  F  deux  points  situés  sur  la  droite  A  et 
F,  F  id.  B 

ces  quatre  points  peuvent  être  considérés 
comme  les  sommets  d'un  tétraèdre  :  soit  CD 
la  plus  courte  distance  des  deux  droites  A  et 
volume  du  tétraèdre  est  évidemment  égal 
au  volume  du  tétraèdre  E  C  E'  F7  plus  celui 
du  tétraèdre  FC  FF. 

La  base  commune  à  ces  deux  tétraèdres  a 
pour  aire  £  CD.  E'F  ;  la  hauteur  du  premier 
est  égale  à  EC  multiplié  par  le  sinus  de  l'angle 
que  fait  cette  droite  avec  la  base  CET'  ;  angle 
qui  est  évidemment  égal  à  celui  que  fait  EC  ou 
EF  avec  CET';  de  là  on  conclut  facilement 
«juele  volume  d'un  tétraèdre  quelconque  est 
égal  au  sixième  du  produit  de  deux  arêtes 
opposées  par  le  sinus  de  leur  angle  et  par 
leur  plus  courte  distance. 

Note  i4  {bis) ,  Page  256. 

Camper ,  dans  une  dissertation  très  curieuse 
publiée  sur  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  une  bonne  chaussure ,  paraît  avoir 
été  le  premier  qui  ait  fait  sentir  l'inconvénient 
de  faire  les  deux  souliers,  de  droite  et  de 
gauche,  sur  une  même  forme;  et ,  par  consé- 
quent égaux  par  superposition  ;  tandis  que 
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les  deux  pieds  sont  égaux  par  symétrie.  Cette 
différence  e9t  plus  sensible  entre  les  deux 
mains;  tout  le  monde  sait  que  le  gant  de 
droite  ne  peut  entrer  dans  le  gant  de  gauche. 

La  dissertation  de  Camper  est  jointe  à  la 
traduction  donnée  en  1791 ,  par  Jansen  ,  de  la 
dissertation  du  même  auteur  sur  les  variétés 
de  la  physionomie  humaine. 

Note  i5,  Page  271. 

Là  méthode  de  Cavalleri,  dite  des  indivisi- 
ble6,  est  une  application  tacite  de  ces  prin* 
cipes;  c'est  Wallis,  Un  des  génies  les  plus  ex- 
traordinaires d'un  siècle  si  Fécond  en  hommes 
de  génie,  c'est  cet  illustre  géomètre  qui  a  le 
premier  énoncé  ces  principes  dans  un  ouvrage 
où  l'on  trouve  les  applications  du  calcul  inté- 
gral ,  avant  l'existence  de  ce  calcul  :  pour  éva- 
luer les  aires,  il  compare  dos  surfaces  courbes 
à  des  triangles  j  p-e.  les  conoïdes  aux  triangles 
(Prop.  3  et  4)  ;  de  même  pour  les  volumes  5 
voici  le  titre  de  son  ouvrage  :  Johdhnis  TVdl- 
lisii  SS.  Th.  D.  geometriœ prq/essoris  savi- 
liani  in  celeberrima  academia  oxoniensi  i 
arithmetica  infinitorum ,  sive  noua  met  ho  dits 
inquirendi  in  curvilineorunt  quadraturam  f 
aliaque  difficiliora  matheseos  problematas> 
Oxoniiy  anno  i656.  i/i^'Wallis  avaitconnais- 
sance  de  la  méthode  du  professeur  de  Bologne. 
Voici  ce  qu'il  en  dit:  Exennte  anno  i65o 
incidiin  Torricelliiscripta  malhematica(quœ, 
ut  per  alia  negotia  licuit ,  anno  sequente 
i65i  evolvi)  ubi  inier  alia,  Cavallerii  geo- 
metriam  indwisibilium  tjcponit.  Cavallerium 
ipsum  née  ad  manum  habui  et  apud  biblio- 


Digitized  by  Googl 


NOTES,  4^1 

polas  aliquoties  frustra  quœsivi.  {Prœf.)  L'ou- 
vrage  de  Cavalleri  est  de  i635,  voici  le  titre. 
Geometria  indivisilibus  continuorum  nova 
quadam  ratione  promota;  vol.  in-4- 

Note  t6,  Page  otg3. 

La  quadrature  d'un  cône  circulaire  oblique 
dépend  en  générai  de  celle  d'une  courbe  du 
troisième  degré;  lorsque  le  cône  est  droit  et 
elliptique  ,  sa  quadrature  dépend  d'un  arc 
d'ellipse  et  dans  certains  cas  d'tfn  arc  de  cer- 
cles. (  D'Alembei*t.  opuscul.  mathemat,  tome  i , 
page  237);  etLegebare,  fonctious  elliptiques, 
tome  i,page  3219. 

La  quadrature  revient  à  celle  du  cercle  , 
lorsque  le  cône  ayant  pour  base  une  ellipse 
fait  partie  d'un  cône  circulaire  droit.  En  effet, 
soit  une  pyramide  régulière  coupée  par  un 
plan  oblique  à  l'égard  de  l'axe,  l'aire  de  la 
surface  convexe  delà  pyramide  retranchée  est 
évidemment  égale  au  volume  de  cette  pyramide 
divisé  par  le  tiers  de  la  distance  d'une  quel- 
conque des  faces  au  point  où  l'axe  rencontre 
Je  plan  coupant;  il  en  est  de  même  pour  le 
cône.  La  proposition  est  de  Barrow.  On  la 
trouve  dans  ses  Lectiones  geometricœ. 

Note  18,  Page  3i3. 

Albert  Girard  est  le  premier  qui  ait  indiqué 
l'aire  du  triangle  sphérique  rectangle,  Eile  est 
consignée  dans  une  brochure  très -rare  et  in- 
titulée, Invention  nouvelle  en  algèbre,  1629; 
il  prend  le  titre  de  Samielois ,  probablement  de 
St.-Mihel  ,  dans  le  département  des  Vosges. 
Sa  démonstration  est  très-mauvaise  et  à  peu 
près  inintelligible.  Mais  c'est  au  P.  Bonaven- 
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ture  Cavalléri,  jésuate  italien  (a),  professeur 
d'astronomie  à  Bologne,  et  dont  il  a  été  ques- 
tion dans  la  note  16,  qu'on  doit  vraiment  la 
connaissance  de  Taire  du  triangle  sphérique  ; 
il  ne  connaissait  pas  le  théorème  d'Albert  Gi- 
rard; plaçant  la  célèbre  proposition  dans  le  der- 
nier cnapitre  de  son  ouvrage,  il  en  donne  cette 
singulière  raison  :  «  Illudque,  hoc postremo  ca- 
vité non  incongrue  fuit  reservanaum ,  quo  su- 
blatis  dapibus  quibus  in  mensa  communiter 
vesci  consuescimus ,  his  exempta  famesy  novo 
hoc  cibo  restituta,  famelici potius  quam  saturi 
ab  astronomica  mensa  discedamus.  »  L'abbé 
de  Gua ,  à  qui  nous  empruntons  le  sujet  de 
cette  note;  remarque  avec  raison  qu'il  faut  lire 
exempta fame{mém.  de  l'Académie  des  sciences 
de  Paris,  1783).  De  Gua  donne  aussi  le  moyen 
de  trouver  cette  aire  par  le  calcul  intégral. 

Note  19,  Page  324- 

Corps  réguliers. 

Désignons  le  tétraèdre  par  la  lettre  initiale  T , 

octaèdre  O , 

icosaèdre  I , 

hexaèdre  ou  cube  H, 
dodécaèdre  D. 
Soient  R  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite , 

et  posons  R  =  i , 
C  le  côté  d'un  quelconque  des  corps 

réguliers , 
A  Taire  d'une  face , 
r  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à 

cette  face, 
S  la  solidité  du  corps. 
On  aura  ces  valeurs  : 

(a)  L  ordre  des  jésuales  est  différent  de  celui  denjesuites. 
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i^yî  =  i,632993 

0î  V~=  1,414214 
V  10—2^/5" 

*i   —  =r,o5i462 

H;  — —  =  1, 154701 
1/3 

—  I  +  y/J 

D;  — =  o,7ï3644> 

\  2°.  A. 

T;— =  1,154701 
V/3 


O;  V/3 


. 866oa5 

T  3(5~V/5) 

5  77^— =  0,478727 

10  y  3 

H  ;|  =  i, 333333 

5 


b  ~y  10—2 1/5=0,876218 

'  6 

3°  r. 

  2  1/2  .  „ 

T,-^—  =  0,942809 
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O;y/.|-  =  o,8i6496 
j.  \  /  10—  iV$ 

x>  y/   —  =0,607002 


816496 


/T 


4°  s. 


T:  =  o,5i32oo 

Vs 

0;f  =I>333333 
3 


I;  -  J//io+2j/5  =  2,536i5o 

H  ;  — -—  —  1 ,53o6oo 
3|/3 

D;  — —  =  2,78^164. 

Lorsque  R  n'est  pas  égal  à  l'unité ,  il  faudra 
multiplier  les  valeurs  de  C  et  de  r  par  R  ;  celles 
de  A  par  Ra ,  et  celles  de  S  par  R3. 

Noté  20,  Page  344* 

En  donnant  plus  d'extension  à  l'acception 
du  mot  projection  y  on  peut  ,  au  lieu  de 
prendre  un  plan  pour  surface  de  projection, 
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choisir  une  surface  quelconque;  la  projection 
d'une  ligne  sur  cette  surface  sera  alors  Tinter- 
section  de  cette  surface  avec  le  cône  qui  a  la 
ligne  donnée  pour  directrice  ,  et  t.u  point  fixe 
pour  sommet.  Par  exemple,  si  on  prend  la 
sphère  pour  surface  de  projection  ,  et  son 
centre  pour  sommet  ,  les  droites  se  pro- 
jetteront sur  cette  sphère ,  suivant  des  arcs 
de  grands  cercles  ;  et  toutes  les  propriétés  dé- 
montrées sur  des  droites  dans  un  même 
plan ,  peuvent  ainsi  se  transporter  sur  la 
sphère  ;  il  en  est  de  même  des  propriétés  des 
segmens;  eu  effet,  supposons  qu'il  existe  une 
relation  donnée  entre  les  segmens  formés  sur 
les  côtés  d'un  polygone  ;  chaque  segment  est 
égal  à  la  moitié  du  produit  des  rayons  qui 
aboutissent  à  ses  extrémités ,  multiplié  par  ie 
sinus  de  l'angle  que  font  ces  rayons  et  divisé 
par  la  distance  du  sommet  fixe  au  segment  ;  si 
en  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation ,  les 
rayons  et  les  distances  disparaissent ,  alors  on 
aura  une  relation  entre  les  sinus  des  angles; 
or,  ces  angle  sont  mesurés  par  les  côtés  du 
polygone  sphérique ,  qui  est  la  projection  du 
polygone  rectiligne  :  on  aura  donc  une  rela- 
tion entre  les  sinus  des  segmens  du  polygone 
sphérique  ;  c'est  ainsi  qu'on  démontre  que  les 
relations  (p.  117)  ont  également  lieu  pour  un 
triangle  sphérique  ;  mais  ,  au  lieu  des  segmens, 
il  faut  prendre  leurs  sinus. 

Note  ai,  Page  $70. 

L'application  de  la  théorie  générale  des 
équations  à  la  recherche  des  lignes  et  des  sur- 
faces a  été  commençée  pav  Descartes  ;  ensuite , 
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à  l'aide  des  relations  découvertes  par  Newton  , 
entre  les  coefficiens  et  les  racines  des  équations, 
Eulera  considérablement  perfectionné  la  mé- 
thode de  Descartes,  qui  a  encore  pris  u ne-gran- 
de extension  par  les  travaux  des  géomètres 
cités  dans  le  texte.  Nous  croyons  utile  d'indi- 
quer les  principales  propositions  ,  et  de  les  ran- 
ger dans  un  ordre  tel,  que  les  unes  puissent 
servir  a  démontrer  les  autres  ;  quelquefois 
nous  indiquerons  succinctement  la  marche  à 
suivre.  11  ne  s'agit  ici  que  de  courbes  et  de 
surfaces  algébriques  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au 
même,  de  celles  qui  sont  rencontrées  par  une 
droite  en  un  nombre  fini  de  points. 

i°  Le  degré  de  l'équation  d'une  ligne  ou 

d'u ne surfaceà coordonnées  parallèles  ne  change 
pas  en  déplaçant  l'origine  ,  en  changeant  les 
directions  des  axes  des  coordonnées,  ou  en 
projetant  les  lignes  coniquement  sur  un  plan. 
2°.  L'équation  générale  d'une  ligne  du  degré 

m  renferme  (/7*  +  l)(ro+3)  -  ,  =  "(*»+3) 

2  a 

coefficiens  ;  celle  d'une  surface  contient 
(m+i)  m  +  7)  (m +3)       _  m(m2  +fim  +  1 1) 

1.2.3  1.2.3 
coefficiens.  Les  lignes  et  les  surfaces  sont  dé- 
terminées par  autant  de  conditions  indêpen- 
dantes  que  leurs  équations  renferment  de  coef- 
ficiens. 

Lorsque  m  surpasse  3 ,  on  a  »»2^w(m+3^ 

cependant  on  peut  trouver  m2  point  par  le- 
quel passent  deux  lignes  de  l'ordre  m  ;  mais 
ces  points  ne  peuvent  être  pris  au  hasard  j  ils 
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s  sont  assujettis  à  certaines  conditions  ;  lors- 
qu'elles sont  remplies ,  on  peut  faire  passer 
par  les  mêmes  points  une  infinité  de  lignes  de 
tordre  m  ;  mais  m2  +  i  points ,  déterminent 
complètement  la  ligne  de  degré  m. 

3°.  Le  degré  de  Y  équation  polaire  d'une 
ligne  et  d'une  surface,  considéré  relativement 
au  rayon  vecteur,  est  le  même  que  celui  de 
Téquation  à  coordonnées  parallèles;  ce  degré 
ne  change  pas  en  déplaçant  le  pôle ,  les  axes 
ou  les  plans  fixes  ,  à  partir  desquels  on  compte 
les  angles. 

4°  L'équation  d'une  ligne  ou  d'une  surface 
d'un  degré  mn  peut,  pour  certaines  relations 

Î)articulières  entre  les  coefficiens  ,  représenter 
e  système  de  m  lignes  ou  surfaces  du  degré  n 
ou  de  n  lignes  de  Tordre  m ,  et  par  conséquent 
une  équation  du  degré j)  peut,  dans  certains 
cas,  représenter  le  système  de p  droites  ou  de 
p  plans  ;  et  réciproquement ,  un  système  de  p 
droites  ou  de  p  plans  représente  une  ligne  ou 
une  surface  du  degré  p ,  et  toutes  les  propriétés 
de  cette  ligne  appartiennent  au  système. 

5°  Deux  lignes ,  l'une  du  degré  m  et  l'autre 
du  degré  n,  ne  peuvent  avoir  plus  de  mn 
points  en  commun;  les  abcissesdes  points  d'in- 
tersection sont  les  racines  d'une  équation  du 
degré  mn.  Il  en  est  de  même  des  ordonnées. 
Les  fonctions  symétriques  des  racines  étant 
toujours  réelles,  il  s'ensuit  qu'on  peut  con- 
struire ces  fonctions,  lors  même  que  des  racines 
deviennent  imaginaires  et  répondent  à  des  in- 
tersections devenues  impossibles. 

6°  Si  on  multiplie  dans  l'équation  d'une 
ligne  du  degré  m  les  termes  de  puissance  m 
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métriques,  on  trouverait  pour  chacune  des 

Si  opriétés  différentes  se  rapportant  aux  coor- 
onnées  des  points  d'intersection  ;  c'est  ainsi 
que  la  considération  du  dernier  terme  de  l'é- 
quation d'intersection ,  qui  est  le  produit  de 
toutes  les  racines,  donne  la  propriété  des 
segmens,  qu'on  a  démontrée  pour  les  courbes 
du  second  degré  (  p.  356  )  ,  et  qui  peut  se  géné- 
raliser pour  toutes  les  courbes. 

Gomme  le  nombre  des  fonctions  symétriques 
est  infini  ,  il  s'en  suit  que  les  propriétés  rela- 
tives aux  intersections  des  lignes  sont  inépui- 
sables. On  doit  dire  la  même  chose  des  inter- 
sections de  surfaces. 

ii°  Toutes  les  questions  relatives  aux  con- 
tacts et  aux  osculations  des  ligues  dépendent 
d'équations  d'intersection  qui  ont  des  racines 
égales,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même,  elles  se 
résolvent  par  des  éliminations  entre  des  fonc- 
tions primitives  et  leurs  dérivées  de  divers  or- 
dres. Or,  1  équation  d'une  ligne  étant  du  degré 

dy 

m  en  a:  et  y,  le  coefficient  différentiel  est 

dx 

égal  à  une  fonction  du  degré  m  —  i  divisée 
par  une  autre  fonction  <p  aussi  du  degré  m  —  i, 
et  le  coefficient  différentiel  de  Tordre  n  est  égal  à 
une  fonction  du  degré  {m —  i)  (m  —  i)  — n 
+•  i  divisée  par  la  même  fonction  <p  élevée  à  la 
puissance  i  n — i;  de  là  on  conclut  que, 

12°  On  ne  peut  mener  plus  de  m  (m  —  i  ) 
tangentes,  parallèles  à  une  droite  donnée. 

i3°Par  un  point  donné  (x' ,  y'),  on  ne  peut 
mener  plus  de  m  (m  —  i  )  tangentes  ;  car  il  faut 

égaler  la  fonction  fractionnaire  ^  àr  ~~y,\ 

dx    x — x' 
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chassant  les  dénominateurs  ,  on  obtient  une 
équation  du  degré  m,  qui  se  réduit  au  de- 
gré m  —  1  ;  car  les  termes  du  degré  m  sont 
égaux  à  ceux  du  même  ordre  de  la  proposée, 
multipliés  par  m  :  donc  tous  les  points  de 
contact  sont  sur  une  courbe  du  degré  m  —  1 . 
L'intersection  de  cette  courbe  avec  la  propo- 
sée donnera  m  (m  —  1  )  points  de  contact. 

Cette  proposition  est  d'ailleurs  une  consé- 
quence de  la  précédente;  car  les  tangentes 
convergentes  sont  les  projections  de  tangentes 
parallèles. 

i4°  Une  ligne  du  degré  m  ne  saurait  avoir 
plus  de  m  {m — 1)  (271 — 1)  points  où  les 
coefficiens  diflérentiels  de  l'ordre  n  soient 
égaux  à  une  quantité  donnée. 

i5°  Le  carré  du  rayon  osculateur  d'une 
ligne  plane  est  égal  à  une  fonction  des  coor- 
données du  degré  6  m  —  6  divisée  par  une 
fonction  du  degré  6  m  —  8 ,  et  les  coordonnées 
des  centres  de  courbures  sont  égales  à  des 
fonctions  du  degré  3  m  —  3  divisées  par  une 
fonction  du  degré  3  m  —  4  i  de  là  on  conclut 
que 

160  La  développée  ne  peut  dépasser  le  degré 
3  m  (m —  1  ). 

170  Par  le  même  point  ne  peuvent  passer 
plus  de  m  (3  m  —  2)  cercles  oscillateurs ,  ni 
plus  de  m2  normales. 

180  Deux  lignes  de  degré  m  etn  ne  peuvent 
avoir  plus  demn  (m — 1)  (n —  1)  tangentes  com- 
munes; même  démonstration  que  pour  (i3°). 

190  Si  d'un  point  À  situé  sur  une  ligne  du 
degré/; ,  on  mène  des  tangentes  à  une  ligne  de 
Pordre  m ,  les  points  de  contact  sont  situés  sur 

39- 
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une  ligne  de  Tordre  m  —  i  (i3°.){  à  chaque 
position  du  point  À  répond  une  autre  courbe 
de  points  de  contact;  toutes  sont  tangentes  à 
une  courbe  du  degré  (m  +p  —  2)\  Dans  le 
cas  particulier  où p  =  i ,  cette  dernière  ligne 
se  réduit  à  (m  —  i  )2  points  par  lesquels 
passent  constamment  les  courbes  de  contact. 

Si  m  droite,  et  une  ligne  du  second  degré 
sont  situées  dans  un  même  plan;  si  ces  droites 
touchent  une  ligne  du  degré  n  ;  les  pôles  de 
ces  lignes  pris  par  rapport  à  la  courbe  du  se- 
cond degré,  appartiennent  à  une  ligne  du 
degré  m. 

Ces  proposition  avec  leurs  réciproques  ren- 
ferment la  théorie  générale  des  pôles  et  po- 
laires. 

20°  Si  d'un  point  fixe  on  mène  des  tan- 
gentes à  un  système  de  courbes  semblables  du 
degré  m  et  semblablement  placées  ,  tous  les 
points  de  contact  sont  sur  une  même  courbe 
du  degré  m  [m —  i  ). 

ai0  11  est  facile  détendre  ces  propositions 
aux  intersections  des  lignes  et  des  surfaces  ,  et 
des  surfaces  entre  elles. 

Une  ligne  plane  de  degré  m  tournant  autour 
d'une  droite  située  dans  son  plan  engendre 
une  surface  de  degré  2  m  ;  si  Taxe  de  rotation 
coupe  la  courbe  génératrice  en  deux  parties 
égales  et  symétriques,  la  surface  engendrée 
est  du  degré  m. 

22°  Tout  plan  coupe  une  surface  de  l'ordre 
m  suivant  une  ligne  du  même  degré  ;  si  l'équa- 
tion d'intersection  admet  un  facteur  rationnel 
linéaire,  l'autre  facteur  sera  du  degré  m  —  i  : 
donc  tout  plan  passant  par  l'élément  rectiligne 
A  d'une  surface  réglée,  la  coupe  suivant  une 
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courbe  plane  de  Tordre  m  —  i  ;  soit  I  le  point 
où  l'élément  rectiligne  coupe  la  courbe ,  la 
tangente  à  cette  courbe  en  I  sera  dans  le  plan 
tangent,  qui  passe  aussi  par  la  droite  A;  mais 
cette  tangente  et  la  droite  À  sont  aussi  dans 
le  plan  sécant  :  donc  ce  plan  sécant  est  lui- 
même  tangent,  et  le  point  de  contact  est  enl; 
c'est  le  cas  des  surfaces  gauches.  Mais  si  la  droite 
À  est  tangente  à  la  courbe  en  1,  alors  le  plan 
tangent  ne  se  confond  plus  avec  le  plan  sé- 
cant ,  la  droite  A  est  une  droite  de  contact  : 
c'est  le  câs  des  surfaces  développables.  Pour 
avoir  le  plan  tangent,  il  faut  faire  une  seconde 
section,  qui  ne  passe  plus  parla  droite  A. 
Au  point  où  elle  rencontre  cette  droite  on 
mène  une  tangente  à  cette  section  ;  elle  dé- 
termine avec  la  droite  A  la  posifion  du  plan 
tangent  pour  tous  les  points  situés  sur  cette 
droite. 

Note  22,  Page  34 *• 

Cinq  conditions  suffisent  pour  déterminer 
une  section  conique:  dans  la  parabole,  on 
sait  que  le  centre  est  situé  à  l'infini  :  il  ne  faut 
donc  plus  que  quatre  conditions  pour  déter- 
miner une  parabole.  Ainsi,  lorsqu'il  s'agit  de 
cette  courbe  ,  on  n'a  besoin  que  de  quatre 
points  pour  résoudre  les  problèiïies  des  pages 
339  et  34i. 

Note  23,  Page  397. 

Sur  les  rayons  et  lignes  de  courbures  des  sur» 

faces  du  second  degré. 

i°  Dans  toute  li^ne  du  second  degré  le  rayon 
de  courbure  en  un  point  quelconque  est  égal 
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au  carré  du  demi-diamètre  conjugué  à  ce 
point ,  divisé  par  leur  distance. 

2°  Dans  toute  surface  du  second  degré  le 
rayon  de  courbure  maximum  en  un  point 
quelconque  est  égal  au  carré  du  demi-grand 
axe  principal  de  la  section  conjuguée  à  ce 
point ,  divisée  par  la  distance  du  point  au  plan 
de  section  ;  le  rayon  minimum  est  égal  au 
carré  du  demi-petit  axe  principal  de  cette  sec- 
tion divisée  par  la  même  distance. 

Il  faut  remarquer  que  le  rayon  minimum 
doit  s'entendre  dans  le  sens  algébrique  ,  et 
alors  les  quantités  négatives  sont  au-dessous 
de  zéro  ;  c'est  par  le  signe  des  rayons  de  cour- 
bure qu'on  peut  juger  de  la  courbure  de  la 
surface ,  relativement  au  plan  tangent. 

3°  La  droite  qui,  par  un  point  de  la  sur- 
face ,  est  menée  parallèlement  au  grand  axe  du 
plan  conjugué  est  tangente  à  la  ligne  de 
moindre  courbure  en  ce  point;  et  celle  qui 
est  parallèle  au  petit  axe  est  tangente  à  la 
ligne*  de  plus  grande  courbure. 

4°  Dans  une  section  oblique  le  rayon  de 
courbure  est  la  projection  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  ayant  même  tan- 
gente; cette  propriété  existe  pour  une  sur- 
lace quelconque. 

Ceci  est  extrait  des  développemens  de  géo- 
métrie de  M.  le  baron  C.  Dupin,  l'ouvrage  le 
plus  remarquable  qu'on  ait  publié  sur  la  théo- 
rie des  contacts  et  des  courbures. 
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Note  24,  Page  358. 

Formules  pour  les  changemen$  de  coor- 
données. 

Soient  M  et  A  deux  points  réunis  par  une 
ligne  brisée,  composée  de  deux  parties  désignées 
par  x  et  y  et  par  une  seconde  brisée  a:  et  y 
dans  le  même  plan  que  la  première  ;  menons 
dans  ce  plan  par  le  point  A ,  une  droite  per- 
pendiculaire à  la  droite  x;  projetons  sur  cette 
perpendiculaire  les  deux  lignes  brisées ,  on 
aura  évidemment 

y  sin.  [y y  x)  =  n1  sin.  {x\  x)  +y'  sin.  {y\  x) 
x  sin.  (jr,  x)  =  x'  sin.  (\r\  y)  +y'  sin.  (/,  y) 
y,  x  désigne  l'angle  que  font  les  droites^  et 
x  et  ainsi  des  autres. 

Soient  M  et  A  réunies  par  une  ligne  brisée  gau- 
che en  trois  parties  x,  y,  z,  et  par  une  seconde 
ligne  brisée  gauche  x',y ,  z';  par  le  point  A  f  me- 
nons au  plan  passant  par  x  ety,  une  perpendicu- 
laire et  projetons  sur  cette  perpendiculaire 
les  lignes  brisées ,  on  aura 

s  sin.  (z,  xy)  —  x'  sin.  (x' ,  xy)  +y  sin. 
ly>  xy)  +  z' sin.  (*',  xy) 
et  par  analogie 

y       (y,  xz)  =  .2/ sin.  (xf ,  xz)  +y&in. 

(yr ,  xz)  +  z'  sin.  (z'  -}xz) 
a: sin.  (x,  yz)  =  x1  sin.  {x'  ,yz)  +y  sin. 
{y'  yz)  +  z'  sm.  {z'  ,yz) 

zy  xy  désigne  l'angle  que  fait  la  droite  z  avec 
le  plan  xy  et  ainsi  des  autres. 

Telles  sont  les  formules  pour  les  coordon- 
nées parallèles;  on  en  conclut  facilement  celles 
qui  sont  relatives  aux  coordonnées  polaires  ; 
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supposons  que  les  trois  lignes  sont 
deux  à  deux ,  à  angle  droit 
soit  AM  =  r 

^  =  angle  de  r  avec  sa  projection  sur  ary 
=  angle  de  cette  projection  avec  jc 

on  auras  =  rsin. 

y  =  r  cos.  sin. 
x  =  r  cos.  \  cos. 


FIN  DES  NOTES. 
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Comparaison  des  aires  et 
des  volumes  sphériques, 

3l5.  ,  r 

Plans  polaires  ,  3 liL 
Mesure  des  angles  solides  , 
polyédriques    et  coni- 
ques ,  3l7« 
Les  cinq  corps  réguliers, 

3_l& 


Digitized  by  Google 


TABLE 

ipositioos  relatives  au        lateurs  f  rayons  de  cowr- 


polyèdres,  3a4* 
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34-2 . 

Propriété  des  segmens,342. 
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